Kapitel 5
Arealer og Integration

I det folgende praesenteres en undersggende tilgang til introduktionen af integraler med udgangspunkt i klassisk
geometrisk arealberegning. Forst og fremmest cementerer vi vores forstaelse af arealer i geometrisk forstand,
som for mange elever i gymnasiet vil fungere som repetition. Herefter bemaerker vi, at geometrisk arealberegning
ligeledes kan forstas i en analytisk kontekst som arealer under grafer for funktioner. Denne betragtning leder os
til spgrgsmalet om arealer af omrader indkredset af grafer for funktioner, og efter en grundig undersggelse leder
dette arbejde os til definitionen af integralet samt en motivation for efterfglgende arbejde med stamfunktioner

og analysens fundamentalsaetning.

Miljg. Betragt de forskellige figurer vist herunder.

Hvad vil det sige at bestemme arealet af ovenstaende figurer - og hvordan ggr man? Overvej, hvilke metoder du
har i dit repetorie til at besvare netop dette spgrgsmal. )

5.1 Kernestof

5.1.1 Arealer i Geometri og Analyse

Vi indleder med at minde laeseren om en lang raekke figurer, som vi kan bestemme arealet af ud fra geometriske
betragtninger (se bilag).
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Det er let at teenke pa en 2-dimensional figur, hvor vi ikke umiddelbart ved, hvordan man kan bestemme arealet
ud fra geometriske betragtninger. I det fglgende vil vi undersgge figurer, som kan indkredses af kontinuerte
funktioner. Fgrst vil vi imidlertid forsgge at oversaette noget af vores geometrisk funderede viden om arealer af
2-dimensionale figurer til et analytisk sprog for at indikere, at en analytisk tilgang er mindst lige sa frugtbar.
Mere konkret er tanken, at oversatte vinkler og sideleengder til funktionsforskrifter.

Betragt eksempelvis en relativt simpel figur som en revinklet trekant som vist herunder. Vi kan indlejre denne
figur i et 2-dimensionalt koordinatsystem og betragte hypotenusen som et linjestykke af en ret linje med forskrift
y = ax + b. De to kateter betragtes som linjestykker fra de to koordinatakser.

a=-2p:=nh,
g

B
h
C g A
=2 h:=b. 9
1 9 a’ 1 b b
Areal:§-h-g Areal_z.b.(_a)__M

Leaeseren opfordres til at overveje, hvordan andre figurer kan indlejres i et koordinatsystem og betragtes som et
omrade indkredset af en eller flere kontinuerte funktionre. Overvej eksempelvis generelle trekanter, firkanter eller
cirkler. Den konkrete udformning er ikke vigtig, men idéen at geometriske figurer kan indkredses af kontinuerte
funktioner er essentiel!

5.1.2 Areal under avancerede funktioner: f(r) = 2?

Det er umiddelbart sveert at bestemme arealet indkredset af mere avancerede funktioner eksakt, men for at have
et udgangspunkt kan vi prgve at approksimere arealet. Med udgangspunkt i funktionen f(x) = 22 sperger vi,
hvordan kan vi tilneerme os arealet under grafen i intervallet [0, 1]?

f(x)

1+

En naturlig tilgang til at apprkosimere arealet under en funktion er at inddele definitionsintervallet [a, b] i mindre
delintervaller og i hvert delinterval approksimere arealet. Vi siger I = {z¢,x1,...,z,} C [a,b] er en inddeling af
[a, b], hvis

a=z90<x1<...<xp =0,
og vi definerer finheden af inddelingen I ved fin (I) := min; (x; — 2;-1). Endelig siger vi, at en inddeling I af
intervallet [a, b] er finere end J, hvis J C I.
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Vi definerer nu en rzekke begreber, som relaterer til udfordringen med at approksimere arealet under grafen for
en funktion.

Definition 5.1.1. Lad [a,b] € R og lad f: [a,b] — R veere en kontinuert funktion. Lad I = {zg,z1,...,2,}
vaere en inddeling af [a, b].

o Venstresummen, hgjresummen og middelsummen af f med hensyn til I er henholdsvis

n

Zf(lri—l)(xi*xi—l), Zf(wz) (Cﬂi*iﬂi—l) og Zf (W) (ﬂfz‘*xi—l)-
i=1 i=1

=1

o Undersummen og oversummen af f med hensyn til I er henholdsvis

n n

Uf,I):=> inf f@)(@i—zi1) oz Of1)=Y sup f(2)(@—2i1).

= TE€[Ti—1,74] ] relziii,zi)
e Arealet under den lineere approksimation af f med hensyn til I er

Z f(l’ifl);- I (xs) (

Ty — .171;1) .

Det er ikke umiddelbart klart, hvilken sum der giver anledning til den bedste approksimation givet en inddeling,
men i alle tilfeelde er det intuitivt overbevisende, at en finere inddeling giver anledning til en stadigt bedre
approksimation af arealet under grafen for f. Det er klart, at undersummen altid er mindre end eller lig
venstresummen, hgjresummen og middelsummen samt arealet under den linezere approksimation af f, som
igen alle er mindre end eller lig oversummen. Mere overraskende er maske, at forskellen pa undersummen og
oversummen gar mod 0, nar man velger stadig finere inddelinger.

Seetning 5.1.2. Lad [a,b] C R, betragt en kontinuert funktion f: [a,b] — R og betragt for alle n € N
inddelingerne I,, = {zg, z1,...,z,} og antag af finheden heraf gar mod 0 for n — co. Da gar forskellen mellem
undersummen og oversummen af f med hensyn til I,, mod 0 for n — co.

Bevis. Lad € > 0. Da f er kontinuert findes § > 0, sa der gaelder

3

=yl <=1 @)~ F )] < —

Eftersom finheden af I,, gar mod 0, da findes N € N, sa for alle n > N haves fin (I,,) < 0.

Vealg n > N. For ethvert ¢ = 0,1,...%k og for alle z,y € [x;-1,x;] geelder da |f (z) — f (v)| < &, hvorfor det

folger at
0< sup f(z)— inf f(z)< c

IG[%‘—l*Ii] ZL’G[CEifl*Ii] b —a

Men det fglger da, at for haves k > K haves

O(f,I,)-U(f,I,) = - ( sup f(x)— inf ]f(x)> (x; —xi—1)

w€lri1,ai] o€lwi1,7i

€ €
Z — 1) b_a(b—a)—e7

hvilket viser, at for ethvert € > 0 der geelder, at for tilstreekkeligt store k € N, sa er forskellen pa undersummen
og oversummen af f med hensyn til [, mindre end eller lig €. Med andre ord gar forskellen pa undersummen og
oversummen af f med hensyn til I,, mod 0 for n — oc. O
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Ovenstaende resultat viser, at nar vi betragter en fglge af inddelinger, hvis finhed gar mod 0, sa gar undersummen
og oversummen af f med hensyn til de givne inddelinger mod det samme. Da undersummen og oversummen af
f er vores henholdsvis mindste og stgrste approksimation af arealet viser dette, at alle vores approksimationer
gar mod det samme tal, nar finheden gar mod 0 - nemlig arealet! Dette retfeerdigger, at vi herunder definerer
integralet som graenseveerdien af hgjresummerne for en bestemt fglge af inddelinger. Vi har ikke vist, at for to
forskellige fglger af inddelinger, hvis finhed gar mod 0, da gar undersummerne og oversummerne for en kontinuert
funktion f med hensyn til de forskellige inddelinger faktisk mod det samme. Af hensyn til omfanget udelades
dette og integralet defineres med udgangspunkt i en inddelinger, hvor punkterne er fordelt jeevnt i intervallet.

Definition 5.1.3. Lad [a,b] C R, betragt en kontinuert funktion f: [a,b] - Roglad Iy = {a,a + 5%, a + 2552, ... b}
vaere inddelinger af intervallet [a, b] for alle N € N. Da er integralet af f over intervallet [a,b] givet ved

b ) ) b—a b—a
/af(x) dx.:ngnoo I ;f<a+z N)

Vores diskussion frem til nu viser, at integralet af f over intervallet [a,b] netop beskriver arealet under f i
intervallet [a,b]. Vi er sdledes nu i en position til at bestemme arealet under f (x) = z2 pa intervallet [0, 1].

Eksempel 5.1.4. Lad f: [0,1] — R veere givet ved f (z) = 22 og betragt for n € N en inddeling af intervallet

12
In_{O,,,...,l}.
n n

n

" N1 1 _ (n+1)(2n+1)
i:zlf(:z)n:mz*:m 6n3n ’

i=1

Vi bemeerker forst, at

hvor den sidste lighed fglger af Lemma Vi far saledes, at arealet under grafen for f i intervallet [0, 1] er

givet ved
o=, [(i\1 .. am+)(2n+1) 1
1 ——=1 =_.
Jin, 2 g (5) 5=t 3

n—00 6n3

At bestemme arealer indkredset af kontinuerte funktioner pa ovenstaende made er generelt seerdeles omstaendigt
og kraever ad hoc argumenter til udregning af summen som i eksemplet herover. Heldigvis findes der dybe
resultater i matematisk analyse, som ggr situationen markant lettere.

Theorem 5.1.5 (Analysens Fundamentalsaetning). Lad [a,b] C R og betragt en kontinuert funktion f: [a,b] —
R. Lad F': [a,b] — R veere funktionen defineret ved

F(x) ::/ ft) de
Da er F differentiabel i intervallet (a,b), og der geelder F'(x) = f(x) for alle x € (a,b) og F(a) = 0.
Bevis. Lad x € (a,b) og betragt Az € R, sa x + Az € [a,b]. Da gaelde
T r+Azx r+Ax
/f@ﬁ+/ ﬂﬂﬁ:/ £ dt
Ved at omskrive ovenstaende far vi saledes
x+Ax
F(x—i—Aw)—F(sc):/ ft) dt
T
Det er imidlertid klart, at

Tz+Ax
Az min ]f(a) §/ f@) dt <Az max f(a),

a€lz,z+Ax a€lz,z+Ax]

1Et bevis kraever en mere fleksibel definition med vilkarlige inddelinger.
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sa fordi f er kontinuert, ma der findes ¢ € [z, 2 + Aw] som opfylder

F(z+Az)—F(z) 1 etie
Az N Ix/w S dt

= f(¢)

Lader vi nu Az ga mod 0, opdager vi

A _
F (o) = i, ST < 10 = S0)

hvor det sidst lighedstegn fglger, da x < ¢ < x + Az, og ¢ + Ax — x for Az — 0, og f er kontinuert. O

For at bestemme integralet kan vi i stedet for at udregne en kompliceret sum og undersgge graenseveerdien af

den, blot lede blandt funktion F', som opfylder F’ = f. Og det er en god strategi, pa grund af folgende resultat.

Korollar 5.1.6. Lad [a,b] C R og betragt en kontinuert funktion f: [a,b] — R. Da findes netop én funktion,

som opfylder F'(z) = f(z) for alle z € (a,b) og F(a) = 0.

Bevis. Lad F, G vaere funktioner, som opfylder F’ (z) = f (x) = G’ () og F (0) = 0 = G (0). Det folger da, at
(F=G)' (z) = F' (z) = G' () = 0,

hvorfor der findes en konstant ¢ € R, s F (z) — G (x) = ¢ for alle z € [a, b]. Denne konstant er ngdvendigvis 0,

s& F(0) =0 = G (0), hvorfor vi konkluderer F (x) = G () for alle = € [a, b].

Det fglger af Theorem at der faktisk findes en funktion med de givne egenskaber. O

Ovenstaende motiverer introduktionen af stamfunktioner, integralregneregler og udregning af bestemte integra-
ler, som er klassisk pensum i gymnasiet.

2Et bevis kraever en stringent definition af kontinuitet
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5.2 Appendiks

Lemma 5.2.1. Lad N € N. Da gealder

N(N +1)

L4243+ .+ (N -1+ N="——

Bevis. Vi bemeerker, at ved fgrst at skrive summen almindeligt op og derunder skrive summen i modsat reek-
kefglge, sa kan vi leegge elementerne sammen lodret og fa

1 + 2 + 3 + ... + N-1 + N
N + N-1 4+ N-2 + ... + 2 + 1
N+1 + N4+41 4+ N+1 + ... 4+ N+1 + N+1

Pa den nederste rackke star N + 1 lagt sammen med sig selv i alt N gange, som selviplgelig i alt giver N(N +1).
Det dobbelte af summen er saledes N(N + 1), hvorfor summen i sig selv blot er halvdelen, alts&

N(N +1)

1+243+...+N= 3

Dette viser det gnskede. O

Lemma 5.2.2. Lad N € N. Da galder

N(N +1)(2N +1)
6

PP+22 432+ +(N=-22*+(N-1)2+N?=

Bevis. Vi bemeerker, at ved fgrst at skrive alle ledene fra summen pa en lodret sgjle og ved siden af skrive ledene
fra Lemma [5.2.1} sa kan vi leegge elementerne sammen vandret og fa

N? + N = N(N +1) = 2(1+2+3+...+(N=-2)+(N—-1)+N)
(N-1? + N-1 = (N-1)N = 2(1+42434+...+(N=-2)+(N-1))
(N-22 + N-2 = (N-2)(N—-1) = 2(1+2+3+...+(N-2)

32 + 3 = 3-4 = 2(14+2+3)

22 + 2 = 2.3 = 2(1+42)

12 + 1 = 1-2 = 2(1)

Laegger vi nu sammen lodret leengst til venstre og leengst til hgjre fas

N N N N N

dDnP+d n=2> n(N+1-n)=2N+1)Y n-2> n’

n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
som kan omskrives til N N

() N(N +1)(2N +1)
3 n*=(02N+1)) n=
2SN 2

hvor (1) folger af Lemma[5.2.1] Ved at dividere med 3 pa begge sider fas det gnskede. O
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5.3 Bilag

Geometrisk Formel

Navn Tegning for Areal
Retvinklet h 1 h-g
2
g
Trekanter Stumpvinklet 1 h-g
2
Sy 1
Spidsvinklet ~.h-g
2
)
[ 0
Kvadrat g>
Ol [
g
[ [
h .
Rektangel h-g
Ol ]

Parallellogram

g
Firkanter Rombe ’ 1 ody - dsy
2
g

1

Cirkel ‘ 2
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11 14
0.8+ 0.8+
0.6+ 0.6+
0.4+ 0.4+
0.2+ 0.24
02 04 06 08 1 =@ 02 01 06 08 1 =
Figur 5.1: Undersum / Venstresum Figur 5.3: Middelsum
f(z) f(x)
1T 14
f(z) = a?
0.8+ 0.8+
0.6t 0.6+
0.41 0.4+
0.2+ 0.24
0?2 Of4 0?6 038 i z Oi2 Oi4 Oi6 Oi8 i z
Figur 5.2: Oversum / Hgjresum Figur 5.4: Antal (halve) kasser
f(x) f(x)
1T 14
0.8+ 0.8+
0.6t 0.6+
0.4+ 0.4+
0.2t 0.24
02 04 06 08 1 @ 02 04 06 08 1 «
Figur 5.5: Lineser approksimation Figur 5.6: Lineser approksimation med tangent
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