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Resumé

En aben tilgang til problemlgsning i teoretisk matematik i gymnasiet er en mulighed for at tilfgje dybere te-
oretiske perspektiver til den daglige undervisning. Spgrgsmal, opgaver og formodninger, der matte opsta med
udgangspunkt i et velformuleret, abent spgrgsmal, har principielt ingen gvre begraensning i sveerhedsgrad og
giver saledes mulighed for at favne selv de dygtigste elever i klassesituationen. At udnytte muligheden for selv
at opstille og formulere formodninger kreever stort fagligt overblik, hvorfor dette aspekt af undersggende ar-
bejde primaert er henvendt til seerligt dygtige elever. En aben tilgang til problemlgsning i matematik har en
dokumenteret positiv effekt pa matematisk kreativ teenkning samt matematisk selvsteendighed, og begge disse
kompetencer har langsigtet almen akademisk relevans. Endelig kan det ggede ansvar for egen leering desuden
have en motiverende effekt — seerligt pa underpraesterende, hgjtbegavede elever.

I dette kompendie praesenteres fem eksemplariske beskrivelser af undervisningsforlgb, som laegger op til seerdeles
aktiv undersggelse. Her finder du det faglige indhold af hvert enkelte forlgb, mens en videointroduktion med
didaktiske overvejelser og faglige pointer samt lektionsplaner for introduktion til hvert enkelt forlgb findes fherl
Du opfordres til at besgge hjemmesiden fgr de leser de faglige detaljer her. Indholdet af hvert undervisnings-
forlgb tager sit udgangspunkt i klassiske emner i gymnasiet, herunder elementeer talforstaelse, potensregning,
funktionstyper, integralregning og vektorer.
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Kapitel 1

Introduktion

1.1 Motivation for Undervisning i Undersggende Matematik

I det folgende tages udgangspunkt udvalgte elementer fra leereplanen for Matematik A i STX 2017 som formulere-
vet af Undervisningsministeriet (UVM). Med disse nedslag vil vi understrege, hvor undervisning i undersggende
matematik passer ind i eksisterende malssetninger for matematikuddannelse pa gymnasialt niveau.

I den konkrete beskrivelse af formalet med matematik A i STX giver Undervisningsministeriet udtryk for
folgende gnsker til elevernes kompetencer i laereplanen fra 2017:

”Konkret skal eleverne opna kompetence til at forsta, formulere og behandle problemer i relation til om-
verdensfenomener, savel som viden om og kundskaber til at operere med matematisk resonnement, logisk
tankegang og den kumulative opbygning af faget.”

Netop denne beskrivelse identificerer direkte, hvad vi vil senere vil benaevne matematisk aktivitet. Bemaerk des-
uden at kompetence til at forsta, formulere og behandle matematiske spgrgsmal fremheaeves ligeveerdigt med
viden om og kundskaber til at udfgre matematisk arbejde, hvorfor undersggende undervisning har sin plads ved
siden af traditionel undervisning.

Blandt mere konkrete faglige mal naevnes i UVM laereplanen fra 2017, at eleverne skal
o “kunne anvende symbolholdigt sprog til at lgse problemer med matematisk indhold”,

hvilket ligger i direkte forleengelse af kompetence til at forsta, formulere og behandle matematiske spgrgsmal.
Netop dette vil vaere i fokus for de indledende skridt i enhver undersggelse af undervisningsmiljgerne, som
praesenteres her.

Videre formulerer UVM laereplanen fra 2017 som et konkret fagligt mal, at eleverne skal kunne

e “operere med og redeggre for matematiske resonnementer og beviser samt de induktive og deduktive
sider ved opbygningen af matematisk teori”,

hvilket ligger i naturlig forleengelse af viden om og kundskaber til at udfgre matematisk arbejde. Efter en
indledende undersggelse af undervisningsmiljgerne, som prassenteres her, star eleverne med klart formulerede
spgrgsmal, som afkraever svar baseret pa matematiske raessonnementer. Desuden er flere at undervisningsmiljgerne
centralt placeret i fagets kernepensum, og giver derfor naturlig motivation for opbygning en matematisk teori.

Endelig praesenteres i UVM leereplanen fra 2017 det konkrete faglige mal, at eleverne skal
e “demonstrere viden om fagets metoder og identitet.”

I forstéelsen af fagets metode og identitet som den konkrete beskrivelse fremhsevet tidligere, sa er en un-
dersggelsesbaseret undervisning den naturlige demonstration af fagets essens.



I trad med ovenstaende faglige malsaetninger formulerer UVM leereplanen fra 2017 fglgende didaktisk princip.

”Gennem en undersggende tilgang til matematiske emner og problemstillinger skal elevernes matematiske
begrebsapparat og innovative kompetencer udvikles. Dette sker blandt andet ved at tilrettelegge induktive
forlgb, hvor eleverne far mulighed for selvstendigt at formulere formodninger ud fra konkrete eksempler og
eksperimenter.”

Med andre ord opfordres direkte til at undervise undersggelsesbaseret i matematik, hvorfor undervisnings-
miljgerne praesenteret her er naturlige at inddrage i den almindelig undervisning. Det nsevnes samtidig, at

”Undervisningen organiseres i forlgb med en passende balance og hensigtsmaessig sekvensering mellem
undersggelsesbaserede, dialogbaserede og formidlende aktiviteter”,

hvorfor undersggelsesbaseret undervisning pa ingen made skal aflgse eksisterende undervisningsparadigmer, blot
supplere en mere traditionel tilgang.



1.2 Begrebsafklaring

I det fplgende introduceres en rakke begreber og koncepter, som vedrgrer kompetencer inden for matematik
og undervisning heri. Afsnittet indledes med en afgraensning af omradet for matematisk virke efterfulgt af en
hierarkisk praesentation af kompetencer inden for matematik. Endelig introduceres en rackke begreber, som skal
strukturere og bevidstligggre hvilke kompetencer er i fokus hvornar i en undervisningssituation.

1.2.1 Matematisk Aktivitet

For at kunne tale om kompetencer inden for matematik og undervisning heri er det centralt at preecisere,
hvad der menes med matematisk aktivitet. I brede termer bestar en matematisk proces i at aksiomatisere et
givent feenomen fra virkeligheden, deducere konklusioner med udgangspunkt i logiske slutninger og matematisk
teori, sammenholde konklusionerne med iagttagelser af feenomenet og endelig at generalisere og systematisere
resultaterne. En mere detaljeret beskrivelse er givet i Figur [I.1}
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Figur 1.1: En model for matematisk aktivitet.

Enhver aktivitet, som involverer adskillig trin fra den generelle proces beskrevet i Figur [[.I] vil bensevnes en
matematisk aktivitet, mens udferelsen af ét enkelt trin vil benaevnes en matematisk aktion eller blot aktion.

1.2.2 Taksonomiske Niveauer

For at ggre op med en tilgang til matematiske kompetencer baseret pa kvantitativ evaluering af, hvor mange
aktioner en elev kan udfgre inden for en begrzenset tidsramme, indfgrer vi herunder en raekke taksonomiske
niveauerEl, som skal danne grundlag for en tilgang til matematiske kompetencer baseret pa en kvalitativ vurdering
af, hvilken type aktioner en elev kan udfgre (inden for en begraenset tidsramme). Overordnet set betragter vi to
kvalitativt forskellige arbejdsprocesser, som vi bengevner henholdsvis det konvergente og divergente niveau. Det

Hnspireret af *Evaluating the Quality of Learning: The SOLO Taxonomy (New York: Academic Press, 1982)’ skrevet af John
Biggs og Kevin Collis, og "The Open-Ended Approach: A New Proposal for Teaching Mathematics’.



divergente niveau forudsaetter det konvergente niveau, men ikke omvendt. Hver af disse er yderligere inddelt i
flere niveauer, som alle er beskrevet herunder.

e Det Konvergente Niveau.

Man teenker i det konvergente niveau, nar man er fokuseret pa at finde det entydigt bedste, etablerede
svar til et velformuleret spgrgsmal. Der er saledes ofte associeret et korrekt svar til et spgrgsmal, der
behandles med konvergent teenkning. I konvergente tankeprocesser vaegtes fart, ngjagtighed og anvendelse
af eksisterende viden eller teknikker hgjt.

— Det Praestrukturelle Niveau. Eleven har kendskab til grundlaeggende begreber, men formar ikke
at sammesatte informationen pa en struktureret made.

Eksempel. Eleven ved, at Pythagoras Laeresaetning siger, at a® + b?> = ¢2, men er ikke bevidst om,

at resultatet kun geelder for retvinklede trekanter, og er ikke i stand til at udfgre simple beregninger
som at bestemme leengden af hypotenusen givet leengden af de to kateter.

— Det Unistrukturelle Niveau. Eleven formar at sammensaette information i indlysende strukturer,
herunder simple logiske sammenhaenge og udregninger.

Eksempel. Eleven er bevidst om, at resultatet kun gaelder for retvinklede trekanter. Desuden er eleven
i stand til at udfgre simple beregninger som at bestemme laengden af hypotenusen givet leengden af
de to kateter.

— Det Multistrukturelle Niveau. Eleven formar at sammensatte information i simple strukturer
samt identificere mgnstre eventuelt ved inddragelse af kendt teori.

Eksempel. Eleven er i stand til at udfgre elementzere beregnering, herunder at bestemme leengden
af en vilkarlige side givet leengden af de to andre sider. Desuden er eleven i stand til at bruge
Pythagoras Leeressetning i andre situationer, eksempelvis til at bestemme leengden af diagonalen i en
3-dimensional kasse.

— Det Relationelle Niveau. Eleven formar at sammensaette information i strukturer samt identificere
og argumentere for mgnstre eventuelt ved inddragelse af kendt teori.

Eksempel. Eleven er i stand til at identificere trekanter, hvor Pythagoras Laeressetning ikke geelder,
samt argumentere ved bevisforelse for, at Pythagoras Laeressetning altid geelder for retvinklede tre-
kanter.

— Det Generaliserende Niveau. Eleven formar at identificere antagelser eller begreber, som kan
udelades eller generaliseres.

Eksempel. Eleven formar at formulere og argumentere for, at i en kasse med sideleengder a, b, ¢ og
diagonal d geelder a? + b% + ¢ = d>.

e Det Divergente Niveau.

Man teenker i det divergente niveau, nar man er fokuseret pa at finde hypotetisk mulige svar til et uklart
formuleret sporgsmal. Der er sjeldent associereret et korrekt svar til et spgrgsmal, der behandles med
divergent teenkning. I divergente tankeprocesser vaegtes originalitet, dybde og afvigelse fra eksisterende
viden inden for givne rammer.

— Det Diffuse Niveau. Eleven formar at identificere ufuldsteendig information ngdvendig for at af-
dackke en given struktur.

Eksempel. Pythagoras Laeressetning kan bruges til at vise, at afstanden fra origo til (z,y) i planen

er v/z2 4+ y2, mens aftsanden fra origo til (x,y, z) i rummet er \/z2 + y2 + 22. Eleven er i stand til
at identificere, at afstanden fra origo til (x,y, z,w) i 4 dimensioner ikke har samme intuitive mening

som de gvrige.

— Det Definerende Niveau. Eleven formar at identificere ufuldsteendig information samt introducere
begreber eller antagelser ngdvendige for at afdeckke en given struktur.



Eksempel. Eleven i er stand til at introducere den naturlige definition, afstanden fra origo til (z, y, z, w)
i 4 dimensioner er \/z2 + y2 + 22 + w?.

— Det Abstraherende Niveau. Eleven formar at identificere paralleller mellem umiddelbart forskel-
lige koncepter.

Eksempel. Eleven forméar at formulere udsagnet, at alle (heltals-)lgsninger til ligningen 2?2 + y? = 22

giver anledning til en trekant med sideleengder x,y, z. Desuden er eleven bevidst om, at udsagnet
sammen med Pythagoras Laeressetning udger et bindeled mellem Geometri og Algebra (Talteori).

Hvor det definerende niveau for divergent teenkning forudseetter det diffuse niveau, sé forudssetter det
abstraherende niveau hverken det diffuse eller definerende niveau.

Begreberne ’konvergent’ og 'divergent’ teenkning er kendt inden for psykologien. Traditionelt er undervisning i og
kompetencer inden for matematik kraftigt associeret med konvergent teenkning, men undersggende matematik
er et forsgg pa at bidrage til udviklingen af divergente tzenkere inden for matematik.

1.2.3 Det Differentierede Aktivitetsbegreb

Med et nuanceret kompetencebegreb i matematik folger tilsvarende et behov for at nuacere matematikun-
dervisningen. Traditionelt er meget matematikundervisning fokuseret pa kompetencer relateret til konvergent
teenkning, hvorfor det er ngdvendigt at udvide det saeedvanlige aktivitetsbegreb. Fglgende differentiering af ma-
tematiske spergsmal, som vi skal referere til som det differentierede aktivitetsbegreb, har til formal dels at skabe
struktur og nuance i vores forstaelse af matematiske spgrgsmal, dels at gge bevidstheden om, hvilke kompetencer
er i fokus hvornar.

e Dvelse. En gvelse er et klart formuleret spgrgsmal, hvor det er tydeligt, hvad man skal ggre for at finde
svar.

Eksempel. Givet linjestykker af leengde 2 og 3, afggr om det er muligt at konstruere et linjestykke af leengde
17 ved at laegge linjestykker af leengde 2 og 3 i forleengelse af hinanden.

e Opgave. En opgave er et klart formuleret spgrgsmal, hvor det ikke er tydeligt, hvad man skal ggre for at
finde svar.

Eksempel. Givet linjestykker af laengde 2 og 3, bestem alle linjestykke som kan konstrueres ved at laegge
linjestykker af leengde 2 og 3 i forleengelse af hinanden.

e Problem. Et problem er et uklart formuleret spgrgsmal, der afkraever en introduktionen af antagelser
eller begreber.

Eksempel. Givet linjestykker af laengde 2 og 3, bestem alle linjestykke som kan konstrueres heraf.
e Miljg. Et miljo er et (abstrakt) medie, der giver anledning til matematisk aktivitet.

Eksempel. Givet linjestykker af leengde 2 og 3, hvilke matematiske overvejelser kunne man ggre sig om
denne opsatning?

Det er ngdvendigt at understrege, at skelnen mellem opgaver og problemer i nogle tilfeelde er subjektiv og
afheenger af den enkelte elev. Betragt eksempelvis folgende spgrgsmal.

Spdrgsmal. Bestem den stgrst mulige veerdi af udtrykket
T
T,y
y

hvor z,y er vilkarlige positive tal.

For eleven som ikke er bekendt med en formel beskrivelse af den intuitive fornemmelse af ”uendeligt stor”, er
dette spgrgsmal et problem, eftersom det kraever en stringent definition af ”uendeligt stor”. Imidlertid kan dette
spgrgsmal betragtes som en Opgave, hvis ovennaevnte definition er velkendt.



Som tidligere naevnt introduceres det differentierede aktivitetsbegreb for at seette os i stand til at identificere
hvilke kompetencer er i fokus hvornar. Om end der ikke er en direkte overszttelse mellem de taksonomiske
niveauer og det differentierede aktivitetsbegreb, henledes laeserens opmaerksomhed pa folgende paralleller.

e En gvelse kraever kendskab til det relevante begrebsapparat og evnerne til at udfgre simple udregninger
inden for emnet. Derfor giver gvelser i hgj grad anledning til konvergent tzenkning pa det prae-, uni- og
multistrukturelle niveau.

e En opgave kraever evnerne til at identificere og argumentere for underliggende mgnstre samt gennemskue
kausale sammenheenge mellem antagelser og konklusioner. Derfor giver opgaver anledning til konvergent
teenkning pa det relationelle og generaliserende niveau.

e Et problem kraever evnerne til at identificere ufuldsteendig information og introducere ngdvendige begreber
eller antagelser. Derfor giver problemer anledning til divergent teenkning pa bade det diffuse og definerende
niveau.

e Et miljo kreever evnerne til at formulere matematiske spgrgsmal pa alle niveauer med udgangspunkt i et
medie. Derfor giver miljger anledning til divergent teenkning pa det abstraherende niveau.

Seerligt nar man gnsker at laegge fokus pa enten konvergent eller divergent teenkning, er det ngdvendigt at
overveje udformningen af sine spgrgsmal. Traditionelt skelnes mellem lukkede og abne spgrgsmal, og vi vil her
fplge samme praksis.

e Lukkede spgrgsmal. Et lukket sporgsmal er en formulering, der leegger op til konkrete og klare svar,
som kan klassificeres som rigtige eller forkerte. Det korrekte svar er ofte unikt.

Eksempel. Vis at udtrykket
roy

y oz
kan blive vilkarligt stort, nar x,y er vilkarlige positive tal.
e Abne spgrgsmal. Et dbent spergsmal er en formulering, der laegger op til overvejelse og nuancerede svar,
som ikke kan klassificeres som korrekte eller ukorrekte. Der er ofte adskillige meningsfulde svar.
Eksempel. Undersgg storrelsen af udtrykket

_|_

< |8
]|

nar x,y er vilkarlige positive tal.

Ovenstaende begreber kombineres uden videre uddybning, hvorfor vi fremover vil tale om eksempelvis bade
abne og lukkede opgaver og problemer.

Slutteligt understreges at ovenstaende begrebsappart ikke er udtgmmende for nuancerne i hverken matematiske
kompetencer eller spgrgsmal, men skal blot fungere som et ufuldsteendigt udgangspunkt for vores vinkel pa
undervisning i undersggende matematik.



1.3 Undervisningsbeskrivelse med udgangspunkt i TDS

Blandt eleverne i enhver klasse, og mellem enhver klasse og hver eneste af deres undervisere er der etableret en
ofte implicit forventning til, hvordan de forskellige parter agerer paedagogisk sa vel som didaktisk. Vi vil i det
folgende udelukkende fokusere pa de didaktiske aspekter af forventningerne mellem underviser og elever, som
vi skal referere til som den didaktiske kontrakt.

Forst og fremmest er det ngdvendigt at ggre sig klart, at i enhver klasse med enhver lerer er der etablerede
forventninger til, hvordan undervisningen skal forlgbe. Det kan eksempelvis forventes, at underviseren indleder
en matematiktime med at praesentere dagens emne, dette efterfglges af elevernes selvsteendige arbejde med at
lgse en rackke opgaver og endelig en opsamling, hvor underviseren gennemgar facit pa opgaverne. Men hvad sker
der, hvis eleverne ikke umiddelbart er i stand til at lgse opgaverne pa baggrund af den indledende praesentation,
alt imens at dette netop var underviserens intention i et forsgg pa at leere eleverne selv at udvikle metoder til at
besvare matematiske spgrgsmal? For situationen kan lykkes er det helt centralt at italessette det den didaktiske
kontrakt, sa eleverne har mulighed for at justere deres forventer til underviseren samt patage sig det relevante
ansvar for undervisningssituationen. I undersggende matematikundervisning er det saledes essentielt, at eleverne
patager sig ansvaret for udviklingen af ny viden, mens underviseren skal give eleverne tid og plads til netop denne
proces, som naturligvis kan faciliteres af underviseren. For uddybende redeggrelse for den didaktiske kontrakt
henvises til ”Didaktiske elementer” af Carl Winslgw, som er fra 2006.

1.3.1 Teorien om Didaktiske Situationer

Manden bag teorien om didaktiske situationen er Guy Brousseau, som trods sin meget teoretiske tilgang arbejde
med meget praksisnaere elemeneter. En vigtig pointe for Brousseau er, at elevens leering ikke alene er atheengig
af den kognitive aktivitet, men pa tilsvarende vis afggrende afhaengig af materialerne, det sociale miljg omkring
arbejdet med materialet og ikke mindst leererens adfeerd.

En grundlaeggende antagelse i teorien om didaktiske situationer er eksistensen af fundamentale undervisnings-
situationer, som kan abstraheres og generaliseres pa tveers af forskellige leerere i forskellige klasser pa forskellige
klassetrin. Desuden ligger der iboende en antagelse om, at komplekse faglige forlgb kan konstrueres ved at
sammensztte ind til flere fundamentale undervisningssituationer. I beskrivelsen af en undervisningssituation
inddrages bade elevernes og laererens faglige kompetencer og adfeerd samt de fysiske rammer, undervisningsma-
terialet og gvrige elementer, der kan teenkes at bidrage til undervisningen. Sezerligt relevant skelner Brousseau
melle didaktiske og adidaktiske situationer, som henholdsvis beskriver situationer, hvor leereren agerer aktivt
og styrende i modseetning til lyttende og observerende.

I Brousseaus model for beskrivelse og planlaegning af undervisning indgar fem forskellige situationer, som vi her
kort vil gennemga og desuden bruge til at formidle undervisningssessionerne udarbejdet i forbindelse med dette
projekt.

Devolution

Abstrakt bestar devolutionen i overdragelsen af ansvaret for at drive undervisningen frem fra laereren til eleven,
hvor eleven accepterer ansvaret. I denne situation er det saledes essentielt, at leereren sikre sig, at eleverne er
trygge ved det overdragne ansvar samt har forudsatningerne for at lykkes med at drive undervisningen frem.

Aktion

Abstrakt bestar situationen i at eleverne agerer direkte i miljget, og den umiddelbare feedback pa elevernes
arbejde ligger i miljget selv; det skal med andre ord veere gennemskueligt for eleverne, om de lykkes eller méa
arbejde videre, ud fra det selvsteendige arbejde i miljget.

Formulering

Med udgangspunkt i aktionssituationen - og maske endda i lgbet af aktionssituationen -, forklarer eleverne
hinanden, hvad og hvordan de har arbejdet med miljget og hvilke iagttagelser de har gjort sig undervejs. At
seette ord pa sine handlinger og lytte til andre elevers beskrivelser kan bidrage til seerligt svagere elevers sproglige
kompetencer.

Validering



I denne situation skal elevernes iagttagelser og formodninger valideres; med andre ord skal situationen udmynte
sig i en afklaring af, hvilke postulater er korrekte, og hvilke der skal modificeres, forbedres eller forkastes. Ideelt
opnas konsensus om korrektheden af et udsagn ved diskussion blandt eleverne, mens lareren faciliterer og
bidrager konstruktivt kritisk til diskussionen.

Institutionalisering

Abstrakt bestar situationen i at placere undervisningssessionen i en bredere kontekst af fagets metode og gvrige
faglige elementer. I denne situation er det ligeledes vigtigt, at leereren preaeciserer og tilfgjer leeringspointer, som
matte veere uklare indtil nu.

Teorien om didaktiske situationer er en saerdeles udbredt og anerkendt tilgang til undervisning i matematik,
hvorfor der er meget mere at laese og mange gode kilder. Her fremhaeves i sserdeleshed ”Didaktiske elementer”
af Carl Winslgw, som er fra 2006.



Kapitel 2

Tallene som Byggesten

I det folgende praesenteres en undersggende tilgang til elementaere strukturer i de hele tal. Naermere bestemt
skal vi se naermere pa, hvordan et eller flere tal kan bruges til additivt at generere nye tal - nemlig ved at
legge dem sammen. Der dukker utroligt mange fundamentale begreber og koncepter op i denne undersggelse,
herunder divisorer, indbyrdes primiske talpar, Fibonacci talfslgen. Herefter ser vi pa, hvordan tal kan bruges
til multiplikativt at generere nye tal - nemlig ved at gange dem sammen. Igen dukker elementzere koncepter op,
herunder primtal og faktorisering af heltal. Det faglige indhold orienterer sig med grundlaeggende talforstaelse,
som kan placeres pa alle niveauer.

Miljg. Lad veere givet fem bunker med linjestykker af leengde henholdsvis 2, 3, 4, 5 og 6 som vist herunder

Vivil i det folgende undersgge, hvilke geometriske konstruktioner, der kan bygges heraf, seerligt hvis vi begraenser
os til at bygge med kun to forskellige slags linjestykker. o

2.1 Kernestof

Med udgangspunkt i et begraenset antal naturlige tal vil vi fgrst undersgge, hvilke heltal man konstruere heraf
ved at addere og subtrahere de i udgangspunktet givne tal et endeligt antal gange. Mere preecist introducerer
vi folgende begreber.

Definition 2.1.1. Lad a,b € N. Vi siger, at vi kan konstruere m € Ny ud fra {a, b}, hvis der findes z,y € N, s&
m = ax + by.

Hvis alle pa neer endeligt mange m € N kan konstrueres ud fra {a, b}, da udger {a,b} et additivt fundament for
N.

Det er umiddelbart let at se, at alle talpar {1,a} udggr et perfekt additivt fundament for N, eftersom
1=1-14a-0, 2=1-24a-0, 3=1-3+a-0,

Det er imidlertid ikke alle talpar, der udggr et additivt fundament for N, betragt eksempelvis {4,6}. For alle
z,y € N haves
dx + 6y = 2 (22 + 3y) ,

hvorfor de ulige tal ikke kan konstrueres af {4,6}. Spgrgsmalet som formuleret af Frobenius herunder opklarer
situationen betydeligt.

Seetning 2.1.2 (Frobenius’ Frimeerker). Lad a,b € N og antag ged (a,b) = 1. Da er
N=ab—a-0»
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det stgrste positive heltal, som ikke kan konstrueres af {a,b}.

Bevis. Et generelt bevis udelades af hensyn til omfang, men vi viser resultatet for b = a — 1. Bemszerk fgrst, at
N+l=a(a—1)—a—(a—1)+1=a*>-3a+2=(a—1)(a—2)
kan konstrueres som vist. For £k =0,1,...,a — 2 haves
N+1+k=(a—1)(a—2—k)+ ak,

hvorfor vi har konstrueret a — 1 pa hinanden fglgende heltal. Ethvert stgrre heltal kan saledes konstrueres ved
at leegge a — 1 til et af disse tal et passende antal gange. Dette viser, at alle positive heltal stgrre end N kan
konstrueres af {a,a — 1}.

Antag nu at N faktisk kan konstrueres af {a,a — 1}. Da findes z,y € Z, sa
ar+(a—1)y=N=a(a—1)—a—(a—1),
som kan omskrives til bade
alz+y—a+3)=y+1 og (a—1)(z+y—a+2)=x+1.

Af den forste lighed bemeerker vi, at a | y + 1, hvorfor ¢ < y + 1, og af den anden ulighed bemaerker vi
(a—1) |z +1, hvorfor a — 1 <z + 1. Det fplger saledes, at

ar+(a—1)y>a(a—2)+(a—1)(a—1)=2a(a—1)—-a—(a—1)>a(a—1)—a—(a—1) =N,
hvilket viser, at N ikke kan konstrueres ud fra {a,a — 1}. O

Ovenstaende diskussion af additive byggesten for N har naturlige udviddelser til savel stgrre delmaengder end
blot {a, b} som til alle heltallene Z. Udbygningen af Frobenius’ Frimaerker er Bezout’s identitet, som er formuleret
herunder, og begge resultater kan generaliseres til stgrre delmaengder af N eller Z end {a, b}.

Satning 2.1.3 (Bezout’s Identitet). Lad a,b € Z. Da findes z,y € Z, sa
az + by = ged (a, b) ,
hvor ged (a, b) noterer den storste felles divisor i a,b.

Bevis. Et generelt bevis udelades af hensyn til omfang, men bemaerk at specialtilfeeldet vist i Frobenius’ Frimaer-
ker er trivielt vist ved at veelge x = 1 og y = —1. O

Vi forlader nu det additive doméene og vil fokusere pa de multiplikative byggesten for N, hvor vi vil undersgge
hvilke heltal man kan konstruere ved at multiplicere nogle pa forhand givne tal et endeligt antal gange. Mere
preecist introducerer vi fglgende begreb.

Definition 2.1.4. Lad aq,as,...,ar € N. Vi siger, at vi kan faktorisere m € N med {a1, as,...,ar}, hvis der
findes x1,xo,...,21 € Ng, sa

m=aji'-a3y*-...-ar.
Hvis alle pa neer endeligt mange m € N kan konstrueres ud fra {aj,as,...,ar}, da udger {a1,as,...,ar} et

multiplikativt fundament for N.

Det er umiddelbart let at se, at 1 ingen indflydelse har pa, om en delmaengde {a1, as, ..., ax} er et multiplikativt
fundament for N. Det er ligeledes let at se, at ikke alle delmaengder udggr et multiplikativt fundament for N,
betragt eksempelvis {2,3}. For alle z,y € Ny haves, at tallene

27 .3Y

altid ligger i 2-tabellen eller 3-tabellen (eller lig med 1), og der findes uendeligt mange naturlige tal, som ikke
gor dette - betragt eksempelvis 5 + 6k for ethvert k£ € Ny.
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Saetning 2.1.5. Lad a1, aq,...,a; € N. Da udggr {a1,as,...,ax} ikke et multiplikativt fundament for N.

Bevis. Lad A = ajas . ..a og definér for m € N tallene N,,, =1 + Am. Antag for modstrid, at N,,, kan skrives
som

1+Am = N,, =ai'a3*...a;", x; € No,
hvorfor vi har a{*a5?...a;* — Am = 1. Hvis ; > 1 folger det saledes, at
a; | (ai'a3?...ap" — Am) =1,

hvorfor vi har a; = 1. Hvis x; = 0 far vi a* = 1, sa uanset hvilket tilfeelde kan vi konkludere

Np =aitay?...a;" =1
for alle m € N, hvilket er en modstrid, da A # 0. O
Tkke overraskende er det netop de naturlige tal med relativt fa divisorer, som er relativt sveaere at faktorisere i

ovenstaende forstand. Da ethvert tal m € N har de trivielle divisorer 1 og m selv, sa beskriver fslgende definition
netop de tal, som intuitivt er svaerest at faktorisere multiplikativt.

Definition 2.1.6. Lad p € N. Vi siger, at p er et primtal, hvis p > 1 kun har de trivielle divisorer 1 og p. Lad
P notere meengden af alle primtal.

Fglgende resultat praeciserer vores intuition vedrgrende vanskeligheden ved at konstruere primtal multiplikativt.

Lemma 2.1.7. Lad A = {a1,a2,...} € N og lad p veere et primtal, som ikke er indeholdt i A. Da kan p ikke
faktoriseres ud fra A.

Bevis. Antag for modstrid p = aj'a3? ...a;* for x; > 1. Da haves a; | p, hvorfor det fplger at a; = 1, eftersom
p ikke er indeholdt i A. Men da fas p = 1, hvilket er en modstrid. O

Som en konsekvens af ovenstaende resultat kan vi bemserke, at ethvert multiplikativt fundament for N skal
indeholde samtlige primtal. Vi viser nu, at primtallene udggr et multiplikativt fundament.

Theorem 2.1.8. Mangden af primtal P er et multiplikativt fundament for N.

Bevis. Lad m € N. Hvis m er et primtal, sa er det trivielt at konstruere m, sa antag m ikke er et primtal. Da
findes my, mo € N, som opfylder

m=mj - ma, 1 <my,mg <m.

Hvis my, ms er primtal, sa har vi konstrueret m ud fra P og vi er feerdige, sa antag uden tab af generalitet, at
my ikke er et primtal. Da findes my1,m12 € N, som opfylder

mp = mii - M2, 1 <my,mia <my,

og saledes kan vi fortsaette sa leenge begge ikke er primtal. Men bemaerk m > my > mq; > ... > 1 naturligvis
ikke kan fortssette uendeligt, sa efter et endeligt antal trin far vi ngdvendigvis primtal i faktorisering. Dette
viser, at ethvert naturligt tal m kan konstrueres ud fra primtallene.

Et mere formelt argument ville kraeve et induktionsbevis, som vi ikke giver her. O
Ovenstaende resultat er del af den elementsere talteoris vigtigste resultat, nemlig Aritmetikkens Fundamen-

talseetning. Ikke nok med at alle tal kan skrives som et produkt af primtal, s& er denne faktorisering faktisk
entydig op til reekkefglgen af faktorerne!
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2.2 Perspektivering: Rekursive talfglger og Fibonaccis talfglge

Nar vi har set, at alle talpar {a,b}, hvor ged (a,b) = 1, udger et additivt fundament for N, er det naturligt
at spgrge, pa hvor mange forskellige mader et givet tal kan konstrueres. For at bevare forbindelsen til det
fysiske miljo bestaende af linjestykker af forskellige leengder (se video), vil vi undersgge fglgende beslaegtede
spgrgsmal: Pa hvor mange forskellige mader kan et linjestykke af leengde m € N konstrueres ud fra linjestykker
af leengde a,b € N, hvor raekkefglgen af linjestykkerne har betydning? Lad N,, notere dette antal, og bemaerk
at vi eksempelvis for a = 2 og b = 3 har

No=1, N1 =0, Ny=1, N3=1, Ny=1, Ns=2, Ng=2, N;=3, Ng=4,
Vi indfgrer desuden konventionen N_,, = 0 for alle m € N og Ny = 1.
For at ggre det lettere for os selv i forste omgang, lad os betragte linjestykker af leengde 1 og 2.
Problem 2.2.1. Lad veere givet linjestykker af laengde 1 og 2 som vist herunder

Vi vil i det fglgende undersgge pa hvor mange forskellige mader, ethvert givet linjestykke kan bygges.
Ved at prgve os frem opdager vi, at man kan bygge et linjestykke af leengde n pa fglgende antal forskellige
mader.
Lengden |0 |1[2|3|4][5]6 |7
AntalméderH1‘1‘2‘3‘5‘8‘13‘21

Vi genkender ovenstaende fplge som Fibonacci talfglgen, som laegger op til fglgende resultat.

Saetning 2.2.2. Lad F,, notere antallet af mader, hvorpa man kan bygge et linjestykke af laengde n af mindre
linjestykker af leengde 1 og 2. Da geelder
Fo=F, 1+ F, 2

Bevis. De forskellige mader, hvorpa man kan bygge et linjestykke af leengde n, kan inddeles i to grupper:
1) Alle mader, hvor det sidste lille linjestykke har leengde 1.
2) Alle mader, hvor det sidste lille linjestykke har laengde 2.

Tilsammen udggr de to grupper samtlige mader at bygge et linjestykke af leengde n pa, og der er intet overlap.
Bemeerk nu, at antallet af mader man kan bygge linjestykket af leengde n, hvor det sidste linjestykke har leengde
1, er det samme som antallet af mader man kan bygge linjestykket af leengde n — 1, altsa F,,_1. Tilsvarende er
antallet af mader man kan bygge linjestykket af laengde n, hvor det sidste linjestykke har lseengde 2, det samme
som antallet af mader man kan bygge linjestykket af leengde n — 2, altsa F,_5. Da de to grupper tilsammen
udggr samtlige mader at bygge et linjestykke af leengde n pa, og der intet overlap er, ma der gaelder

F,=F, 1+ F,
hvilket er det gnskede. O

Vi har nu undersggt pa hvor mange forskellige mader, man kan bygge et linjestykke af leengde n, med linjestykker
af leengde 1 og 2; det er naturligt at undersgge samme spgrgsmal for linjestykker af andre leengder.

Saetning 2.2.3 (Fibonacci tal). Lad a,b € N og lad for ethvert m € N tallet N,, notere antallet af mader,
hvorpa et linjestykke af leengde m kan konstrueres af linjestykker af leengde a, b, hvor raekkefglgen har betydning.
Da gzelder

Nm = Nm—a+ Nm,—b

Bevis. Enhver konstruktion af et linjestykke af leengde m afsluttes af et linjestykke af leengde a eller et linjestykke
af leengde b, og der er intet overlap mellem disse. Antallet linjestykker af leengde m, der ender pa et linjestykke
af leengde a, er netop N,,_,, mens antallet af linjestykker af leengde m, der ender pa et linjestykke af leengde b,
er netop N,,_p. Det folger saledes, at N,, = Nyv—oq + Nyn—p O
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Bemserk at egenskaben vi viser herover har mange fallestreek med den definerende egenskab for Fibonacci
talfglgen; faktisk er antallet af mader, hvorpa man kan konstruere et linjestykke af leengde m af linjestykker af
leengde 1,2 netop det m’te Fibonaccital! En lukket formel for N,, ville naturligvis veere gnskveerdig, men de
eneste kendte forslag hertil involverer komplekse tal.

2.2.1 Perspektivering: Effektiv konstruktion af nye linjestykker

Med en fornuftig beskrivelse af antallet af mader, hvorpa man kan konstruere et linjestykke af laengde m ud
fra linjestykker af lzengde a, b, er et naturligt at spgrge, hvordan man konstruerer m mest effektivt; nsermere
bestemt spgrger vi, hvad er det feerrest mulige antal a’er og b’er vi skal bruge for at konstruere m. Lad K,,
notere dette antal, og bemaerk at vi eksempelvis for a = 2 og b = 3 har

K():O, K1:OO, K2:1, Kgil, K4:2, K5:2, K6:2, K7:3, K8:3, ey

hvor vi har indfert konventionen K,, = oo, hvis m ikke kan konstrueres af {a, b}.

Saetning 2.2.4. Lad a,b € N og lad for ethvert m € N tallet K,,, notere det mindste antal af linjestykker af
lengde a, b, som er tilstreekkeligt for at bygge et linjestykke af leengde m. Da gaelder

K, =min (Kpp—g, Kip) + 1

Bevis. Det er klart, at hvis man kan konstruere m — a af K,,_, linjestykker af leengde a og b, sd kan man
konstruere m ved at tilfgje ét a og dermed totalt bruge K,,_, + 1 linjestkker. Et tilsvarende argument viser, at
man kan konstruere m med i alt K,,_j + 1 linjestykker, hvorfor vi konkluderer

K, <min (Km—aa Km—b) +1

Hvis man modsat konstruerer m med i alt K, linjestykker af laengde a og b, sa kan man fjerne et linjestykke af
a eller b og dermed opna et linjestykke af leengde m — a eller m — b konstrueret af i alt K, — 1 linjestykker af
leengde a og b. Dette viser K,,,_, < K, — 1 eller K,,,_, < K,,, — 1, sa specielt haves

min (Km—aa Km—b) +1< Ky,
hvilket viser det gnskede. O

At bestemme det mindste antal linjestykker af leengder a, b, der skal til for at konstruere et linjestykke af leengde
m, ,altsa at K,,, svarer til at lgse minimeringsproblemet

K,, =min{z + y|ax + by = m, hvor z,y € Z}.

Et skridt pa vejen i den retning er faktisk at bestemme samtlige lgsninger til ligningen ax + by = m, som vi ggr
med resultatet herunder.

Saetning 2.2.5. Lad a,b € Z og lad m € N. Hvis xg,yo € Z er en lgsning til ligningen
ax + by = m,

sa kan alle gvrige lgsninger xy, yx € Z skrives pa formen

T =20+ k Ye =yo— k

a
ged (a,b)’ ged (a,b)’

for k € Z.

Bevis. Antag fgrst zg,yo € Z er en lgsning, og lad xj, yr veere givet som herover. Da haves

ab ab

+ bYo scd (a,0) axo + bYyo = m,

byr = k——
axy + 0yr = axg + gcd (@, )

hvilket viser x, yx er en lgsning.
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Antag nu x,y € Z er en lgsning til ligningen. Da haves
a(x — o) +b(y —yo) = ax + by — (azo + byo) =m —m =0,

hvorfor vi har b | a (x — zg) og a | b(y — yo). Det folger da, at

@), s (- w)
ged (a, b) 0/ ged (a, b) Y=t
hvorfor vi har z — xg = km ogyY— Yo = lm for k,l € Z. Vender vi tilbage til fgrste udregning, far vi
ab ab
k l =0
ged (a, b) + ged (a, b) ’
hvorfor vi har [ = —k, hvilket viser det gnskede. O

Korollar 2.2.6. Lad a,b € Z, m € N og antag zg,y9 € Z er en lgsning til ligningen
ax + by = m.

Hvis a > b, sd er

Yo ged (a,b)J a—"b

Ko = - : .
o+ { a god (a,0)

Bevis. Lad xy, yi € Z veere en lpsning til ligningen az + by = m. Da haves af Seetning 2.2.5 at

a—>b

- = —kni
T+ Y = To + Yo sed (@)’

Vi skal saledes vaelge k € Z stgrst muligt, hvor vi endnu har zy, y, > 0, altsa

b a
= k————2>0 =yg—k——— > 0.
Tk =To ot ged (a,b) — Yk = o ged (a,b) —
Dette k € N er givet ved k = {MJ, hvilket viser det gnskede. O

2.2.2 Perspektivering: Primtal og Aritmetikkens Fundamentalsaetning

Vi arbejder videre fra resultatet, at alle linjestykker af leengde storre end 1 kan bygges med linjestykker af
leengde 2 og 3, og undersgger folgende problem.

Problem 2.2.7. Lad veere givet linjestykker af leengde 2 og 3 som vist herunder

Vi vil i det fglgende undersgge, hvilke rektangler med et givet areal, der kan bygges heraf.

Ved at prgve os frem opdager vi, at man kan bygge rektangler med fglgende arealer
4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21,

eller med andre ord, at man ikke kan bygge rektangler med folgende arealer: 1,2,3,5,7,11,13,17,19,.... Dette
giver anledning til fslgende definition.

Definition 2.2.8. Lad n vare et positivt helt tal. Vi siger, at n er et sammensat tal, hvis det kan bygges som
arealet af et rektangel, hvor vi bruger kombinationer af linjestykker af laengde 2 og 3 som sideleengder.

Vi siger, at n er et primtal, hvis det ikke er et sammensat tal.

Vi har nu bygget linjestykker af forskellige laengder, og dernaest rektangler med forskellige arealer. Vi fortsaetter
i samme trad og undersgger folgende problem.
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Problem 2.2.9. Lad vere givet linjestykker af leengde 2 og 3 som vist herunder

Vi vil i det folgende undersgge, hvilke kasser med et givet rumfang, der kan bygges heraf.
Ved at prgve os frem opdager vi, at man kan bygge kasser med fglgende rumfang
8, 12, 16, 18, 20,
eller med andre ord, at man ikke kan bygge rektangler med fglgende arealer:
1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,12,13,14,15,17,19, 21, ...
Dette giver anledning til folgende definition.

Definition 2.2.10. Lad n vere et positivt helt tal. Vi siger, at n er et 3-sammensat tal, hvis det kan bygges
som rumfanget af en kasse, hvor vi bruger kombinationer af linjestykker af leengde 2 og 3 som sidelaengder.

Vi siger, at n er et semiprimtal, hvis det ikke er et 3-sammensat tal.

Vi har nu bygget linjestykker af forskellige leengder, rektangler med forskellige arealer og endelig kasser med
forskellige rumfang. Kunne man fortsasete i samme trad? Vi undersgger fglgende spgrgsmal.

e Kan man bygge en "kasse” i fire dimensioner?

Hvordan udregner man ”volumen” af en ”kasse” i fire dimensioner?

Kan man bygge en "kasse” i fem, seks, syv og sa videre dimensioner?

Hvordan udregner man ”volumen” af en "kasse” i fem, seks, syv og sa videre dimensioner?
e Kan man bygge "kasser” i alle dimensioner?
e Findes der nogle tal, s& man kan bygge en ”kasse” med netop det "rumfang” i alle dimensioner?

Efter diskussion finder vi frem til fglgende generalisering

a
a
b (a,b)
a
; (a,b,c)
O I EEEEERPE -
"' C
a
4-dimensional ”kasse” Gmmmmmmmm oo (a,b,c,d)
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Dette giver anledning til fglgende definition.

Definition 2.2.11. En d-dimensional kasse identificeres med d sidelsengder, og volumen heraf udregnes som
produktet af de d sidelaengder.

Spgrgsmalet om, hvorvidt der findes tal, som optraeder som ”rumfang” af ”kasser” i alle dimensioner har fglgende
svar.

Theorem 2.2.12. Der findes ingen tal, hvor man kan bygge en ”kasse” med netop det "rumfang” i alle

dimensioner.

Bevis. Lad n veere et tal, der kan b es som "rumfanget” af en "kasse” i d dimensioner. Da er
b
n=aag-...-aq,

hvor a; er sideleengderne pa den d-dimensionale "kasse” med "rumfang” n. Da alle sideleengder er storre end
eller lig med 2, ma der gaelde n > 2%, Dette kan ikke lade sig gore for alle d, hvorfor der findes en dimension,
hvor man ikke kan bygge en ”"kasse” med "rumfang” n. O

2.2.3 Perspektivering: Bezout’s Identitet

Vi arbejder videre fra observationen, at i mange tilfeelde kan man bygge alle linjestykker af leengde stgrre end
en vis greense.

Problem 2.2.13. Lad vere givet fem bunker med linjestykker af lzengde henholdsvis 2, 3, 4, 5 og 6 som vist
herunder

Vi undersgger, hvilke forskellige laengder af linjestykker kan bygges af to givne bunker, hvis man nu ma bygge i
begge retninger, eksempelvis kan vi bygge et linjestykke af laengde 2 med linjestykker af laengde 3 og 5 som vist
herunder.

2

/—/H

Ved at prove os frem opdager vi, at man kan bygge folgende linjestykker ved at leegge eksisterende linjestykker
i forlaengelse eller modsatrettet af hinanden.

2 3 4 5 6
2| 246,... | 1,23,... | 246,... | 123,... 2,4,6.. ..
3 - 3,69,... | 123.... | 1,23,... 3,6,9,. ..
4 - - 4,812,... | 1,23,... 2,4,6,. ..
5 - - - 510,15,... | 1,2.3,...
6 - - - - 6,12,18,. ..

Pa baggrund af ovenstaende formulerer vi fglgende resultat.

Theorem 2.2.14 (Bezout’s Identitet). Lad m, n veere positive hele tal. Hvis ged(m, n) = 1, sa kan alle linjestyk-
ker bygges ved at leegge linjestykker i forleengelse eller modsatrettet af hinanden.

Bevis. Beviset kreever Euklid’s Algoritme og udelades af hensyn til omfang. O
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Kapitel 3

Fundamental Aritmetik

I det fglgende praesenteres en undersggende tilgang til elementaere operationer pa de hele tal. Naermere bestemt
vil vi tage udgangspunkt i fundamentale egenskaber ved addition pa de hele tal, for derefter kort at diskutere
multiplikation. Helt centralt for undervisningsmaterialet er introduktionen af potensudtryk og potensregneregler,
og 1 halen stiller vi det oplagte spgrgsmal: Hvis multiplikation kan forstas som gentagen addition, og ekspo-
nentiering kan forstas som gentagen multiplikation, findes der sa en operation, der kan forstas som gentagen
eksponentiering - og hvorfor har jeg aldrig hgrt om den? Det fagelige indhold orienterer sig mod grundlseggende
algebraisk forstaelse af operationer pa tal, og placeres naturligt i 1.g, som et dels repeterende, dels undersggende
forlgb om potensregning.

Vi vil i det fglgende forudsaette, at laeseren er bekendt med associativitet og kommutativitet for addition af hele
tal, altsa
a+(b+c)=(a+b) +ec, a+b=b+a

for alle a, b, ¢ € Z. Desuden forudsaettes bekendthed med subtraktion og forstaelse af subtraktion som invers til
addition.

3.1 Kernestof

For fuldsteendighed og klarhed af den rgde trad introduceres multiplikation med hele tal som gentagen addition,
hvilket er preeciseret herunder.

Definition 3.1.1. Lad a € Z og m € N. Da defineres multiplikation - ved

a-m=a+a+...+a, a-0:=0, og a-(—m)=—(a+a+...+a)=—-a-m
—_— [ ——
m gange m gange

For m € Z indfgrer vi konventionen, at

1, hvism >0,
a+a+...+a:=sign(m)(a+a+...+a), sign (m) = 0, hvism =0,
m gange |m| gange — 1, hvism < 0

som betyder, at vi kan definere a-m :=a+a+ ...+ a for alle m € Z.
—_——

m gange

For at forsimple mere komplekse udregninger indfgrer vi det seedvanlige regnehierarki, sa for a,b € Z og m,n € Z
defineres
a-m+b-n:=(a-m)+(b-n),

sa vi med andre ord multiplicerer for vi adderer.
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Vi fortsaetter i samme spor og introducerer folgende genkendelige regneregler, som beskriver samspillet mellem
operationerne + og - i de hele tal. Laeseren opfordres til at laegge saerligt maerke til den principielle ngdvendighed
af et bevis samt udformningen af samme for folgende resultat.

Szetning 3.1.2. Lad a,b € Z og m,n € Z. Da gelder

a) a-m+a-n=a-(m+n). c)a-m+b-m=(a+0b) m. e) (a-m)-n=a-(m-n).
b)) a-m—a-n=a-(m—n). d)a-m—-b-m=(a—0>) -m. fy m-n=n-m.
Beuis for a). Lad a € Z og m,n € N. Da haves

a-m+a-n=a+a+...+at+a+a+...+a=a+a+...+a=a-(m+n),

m gange n gange m-+n gange

hvor fgrste og sidste lighedstegn fglger af definitionen af multiplikation.
Da samtlige punkter a)-f) har ensartede beviser udelades disse fra noten her. O
Parallelt til introduktionen af multiplikation som gentagen addition vil vi nu indfgre eksponering af heltal som
gentagen multiplikation, hvilket er przeciseret i definitionen herunder.
Definition 3.1.3. Lad a € Z og m € N. Da defineres eksponering N ved

aAm:=a-a-...-a,

—_——
m gange

og for a # 0 defineres desuden

1 1
an0:=1, og an(—m):= =
a-a-...-a aAm
N———
™m gange

Vi kalder a for grundtallet, m for eksponenten og hele udtrykket a A m for en potens.

Med mildt misbrug af notationen indfgrer vi indfgrer vi konventionen, at for alle m € Z haves

a-a-...-q:= (a.a._._,a)sign(m)’
—
m gange m| gange
hvor 2' =z, 2° =1 og 27! :%. Det betyder, at vi kan skrivea Am =ga-a-...-a for alle m € Z.
—

m gange

Igen for at forsimple mere komplekse udregninger udbygger vi det ssedvanlige regnehierarki, sa for a,b € Z og
m,n € Z defineres

aAm+bAn:=(aAm)+ (bAn), aAm-bAn:=(aAm)-(bAn),

sa vi med andre ord eksponerer vi for vi adderer og multiplicerer.

Inspireret af vores tidligere etablerede regneregler, som beskriver samspillet mellem addition og multiplikation,
formulerer og beviser vi nu fglgende regneregler, som beskriver samspillet mellem multiplikation og eksponering.
Laeserens opmeerksomhed henledes pa den slaende lighed mellem beviserne for Szetning [3:1.2] og Seetning [3.1.4]

Saetning 3.1.4. Lad a,b € Z og m,n € Z. Da geelder

a) aAm-aAn=aAl (m+n). c) aAm-bAm=(a-b) Am. e) (aAm)An=aA (m-n).
anNm aNm a
a/\n—a/\(m—n). d) b/\m_<g>/\m'

hvor b) og d) forudseetter b # 0.
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Beuis for a). Lad a € Z og m,n € Z. Da haves

aAm-aAn=g-a-...-a-g-a-...-a=@g-a-...-a=al(m+n),
m gange n gange m+4n gange
hvor ferste og sidste lighedstegn folger af definitionen af eksponering. O

Indtil nu har vi brugt en utraditionel notation for at undstrege, at eksponering er en operation, som konstrueres
fra multiplikation helt analogt til hvordan multiplikation konstrueres fra addition. Symbolet for multiplikation
- undertrykkes ofte i matematiske udsagn; vi taler om et underforstaet multiplikationssymbol, sa ab := a - b for
alle a,b € Z. Tilsvarende undertrykkes symbolet for eksponering A pa fglgende vis.

Notation 3.1.5. Lad a,m € Z. Da noteres eksponering ved

a=a/Am

hvor a er grundtallet, m er eksponenten og udtrykket a™ kaldes en potens.
Til fremtidig reference reformulerer vi indholdet af Seetning herunder udtrykt i den traditionelle notation.
Seetning 3.1.6. Lad a,b € Z og m,n € Z. Da geaelder

a) a™-a" = a™t". c) a™ b = (a-b)™. e) (a™)" =a™mm.
am - am B g m
b) Gm =" ) 5 =(3)

hvor b) og d) forudseetter henholdsvis a # 0 og b # 0.

3.1.1 Persepektivering: Knuth’s pil op 1

Vi sa fgrst, hvordan multiplikation kan defineres som gentagen addition, hvorefter vi definerede eksponering som
gentagen multiplikation. I naturlig forleengelse heraf undersgger vi nu definitionen af en operation, der noterer
gentagen eksponering. Vi bemearker dog forst, at eksponering A ikke er associativ, altsa at ligheden

(a/\m)/\n;a/\(m/\n)7 a,m,n € Z

ikke gaelder generelt, se eventuelt Seetning [3.1.4k), hvorfor parenteserne i folgende udsagn er ngdvendige for at
sikre definitionens entydighed.

Definition 3.1.7. Lad a € Z og m € N. Da defineres Knuth’s pil op 1 ved

atm=aA(aN(..Na)).
—_—————

m gange

Bemeerkning. Vi definerer ikke Knuth’s pil op for m € Z, da en sadan udviddelse faktisk ikke er kendt.

Det er centralt at bemeaerke, at fordi A ikke er associativ, sa er vi ngdt til at udfere operationerne i en bestemt
rackkefplge angivet af placeringen af parenteser. Det betyder ogsa, at vi ikke kan udlede regneregler for samspillet
mellem 1 og A, eksempelvis har vi

aTm/\aTn:(a/\(a/\(.../\a)))/\(a/\(a/\(.../\a)));(a/\(a/\(.../\a))):aT(m*n)7

m gange n gange mxn gange

hvor x er en pladsholder for 4+, - eller A, men uanset hvad ville ligheden ikke geelde generelt. Intuitionen er
saledes, at eftersom vi i definitionen af 1
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3.1.2 Persepektivering: Generalisering til de Rationale Tal Q

For fuldsteendighed og klarhed af den rgde trad introduceres forst division som den inverse operation til multi-
plikation, hvilket er praeciseret i definitionen herunder.

Definition 3.1.8. Lad a,b € Z. Da defineres division / ved
1
b=a-~
a/ a
hvor % € Q noterer det tal, som opfylder b - % =1 for b € Z. Eksistens og entydighed af et sadant tal vil vi ikke

diskutere nasermere her.

Med observationen at subtraktion og division som operationer er modssetninger til henholdsvis addition og
multiplikation, vil vi motivere definitionen af m’te redder som modsaetning til m’te potens.

Definition 3.1.9. Lad a € Q; og m € N. Da er den m’te rod af a, noteret %/a, det positive tal, som opfylder
( a)m —a

Eksistens og entydighed af den m’te rod af @ nsevnes uden bevis, dog kan sarligt entydighed retfaerdigggres med
et argument som fglgende. Lad a,b € Q1 og m € N. Da haves

~1 o (%)mzl & %:1 o a=b

am

m=p" & —
a bm

hvor vi postulerer, at det eneste positive tal multipliceret med sig selv m gange, der giver 1, er tallet 1 selv.
Eksistens af m’te rgdder kraever en grundig introduktion af reelle tal, som vi pa ingen made forudseetter her. Vi
viser nu, at den m’te rod faktisk er modseetning til m’te potens.

Saetning 3.1.10. Lad a € Q4 og m € N. Da gaelder
Vam =a=(%/a)"
Bevis. Vi udnytter forst definitionen af den m’te rod, hvilket efterfslges af elementeere omskrivninger.

Vam)™" t) (W)mzl o Mam

m
(”\l/am) =a" & ( =1 &
a a

— =1 & ¥Vam=a
am

hvor (}) ger brug af Seetning 4)|H Dette viser den fgrste lighed, mens den anden lighed ganske simpelt
folger af defintiionen af den m’te rod. O

Vi fortsaetter den pedantiske grundighed med definitionen af multiplikation med et rationalt tal, igen for at sikre
den rgde trad.
Definition 3.1.11. Lad a € Q, m € Z og n € N. Da defineres multiplikation - ved

m a-m
a:- — ‘=
n n

Vi bemeerker saledes, at multiplikation med et rationalt tal er defineret som sadvanlig multiplikation med
teelleren efterfulgt af division med nsevneren.

Med henvisning til ovenstaende defineres eksponering med rationale tal.
Definition 3.1.12. Lad a € Q4+, m € Z og n € N. Da defineres eksponering ved
a™'™ = {fam

1Principielt er argumentet ugyldigt, da vi ikke ved at Va™ er et rationalt tal.
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Pa samme made som med multiplikation er eksponering med et rationalt tal blot den ssdvanlige eksponering
med teelleren efterfulgt af den modsatte operation med naevneren, nemlig at tage den n’te rod.

Vi sa tidligere, at eksponering med hele tal opfylder en rackke regneregler. Da vi nu har udviddet definitionen til
at daekke eksponering med rationale tal, er vi ngdt til at bevise disse regneregler i det generelle tilfselde. For at
understrege de tekniske krav til et sadant bevis, bemarker vi at den viste regneregel er det simpleste tilfzelde,
og selv her er der skridt, vi ikke kan argumentere for fyldestggrende.

Saetning 3.1.13. Lad a,b € Q og m,n € Q. Da galder

a) a™-a" = amtn. c) a™-b™ = (a-b)™. e) (a™)" =amm.
a™ en a™  ra\m™

Bevis for ¢). Lad m € Q og p € Z og q € N, s m = p/q. Da haves for a,b € Q, at
p 1 q p 2 q p m
am-bm:ap/q-bp/qz(%)p(\q/g) W (\‘75\/5) (T:)( a-b) :(a-b)p/qz(a-b) ,

hvor (1) kraever generaliseringen af Seetning c) for a,b € R, hvilket vi ikke har vist (og end ikke defineret
- overvej, hvad det egentlig sige at multiplicere reelle tal?). Ligheden markeret med (f2) folger, da der findes
netop ét tal, som opleftet i ¢’te potens giver ab, nemlig v ab og da

(%%)q = ¥a’ - W = ab,

sa kan vi konkludere /a/b = /ab. O
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Kapitel 4

Klassifikation af Funktionstyper

I det folgende preaesenteres en undersggende tilgang til introduktionen af funktioner og klassifikation af funk-
tionstyper i gymnasiet. Forst overvejer vi bredt, hvordan man kan klassificere funktioner, og her er uanede
muligheder, men efter en mere praecis og grundig overvejelser drejes diskussionen i retning af den konventionelle
klassifikation af funktioner i linesere funktioner, polynomier, potensfunktioner og eksponentielle udviklinger.

4.1 Kernestof

Vi indleder med at introducere et matematisk begreb, som formaliserer den intuitive fornemmelse af en proces,
som givet et input producerer et output.

Definition 4.1.1. En funktion fra en maengde X til en en mengde Y noteres f: X — Y og associerer til hvert
element = € X netop ét element y € Y. Vi skriver y = f ().

Vi siger, at X er definitionsmengden for f, mens Y er codomenet. Verdimaengden for f noteres V (f) og er
givet ved

V(f)={yeY|FeX: f)=y}.

I det fglgende skal vi udelukkende fokusere pa funktioner f: R — R eller g: R. — R. Disse funktioner har nemlig
en naturlig grafisk fortolkning, hvor vi til hvert element « € X indtegner punktet (z, f (z)) i et koordinatsystem.
Mengden af punkter

G(f) =A{(z, f () |z e X}

kaldes grafen for f. Vi skal udnytte denne visualisering til at kaste lys over begrebet funktion’, nar vi begraenser
os til funktioner defineret over de reelle tal. Fgr du leeser videre opfordres du til at kaste et blik pa de skitserede
grafer i bilaget til dette kapitel.
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4.1.1 Kilassifikation af funktioner pa baggrund af graf
Lad X C R og betragt en funktion f: X — R.

e Vi siger, at f er henholdsvis voksende eller strengt voksende, hvis
x1 <29 = f(21) < f(22), eller 21 < 9= f(21) < f(22)
for alle 1,29 € X. Vi siger, at f er henholdsvis aftagende eller strengt aftagende, hvis
x1 <x9 = f(21) > f(22), eller x1 < x = f(21) > f (22)
for alle 21,29 € X. Visiger, at f er (strengt) monoton, hvis f er (strengt) voksende eller aftagende.

e Vi siger, at f er en konveks funktion, hvis
fOz+A=Na) <Af(2)+ (1 =) f(2)

for alle z € X og A € [0, 1].
Vi siger, at f er en konkav funktion, hvis

fQz+ (A =Nz) =2 Af(z) +(1-A) f(2)

for alle x € X og A € [0,1].
e Vi siger, at f er henholdsvis ikke-negativ eller positiv, hvis

f(z) >0, eller f(xz)>0

for alle x € X.
Vi siger, at f er henholdsvis ikke-positiv eller negativ, hvis

f(z) <0, eller f(z) <0
for alle x € X.

e Betragt en funktion f: R — R. Vi siger, at f er henholdsvis symmetrisk eller antisymmetrisk
omkring aksen x = s, hvis

fs—z)=f(s+a) eller fs—z)=—f(s+x)

for alle z € R.

e Vi siger, at f er henholdsvis opad begrenset eller nedad begrenset, hvis der findes M € N eller
m €N, sa
fx) <M eller fx)>m

for alle x € X. Vi siger, at f er begrenset, hvis f er bade opad og nedad begrzenset.

e Vi siger, at f er injektiv, hvis der for ethvert y € R findes hgjst ét « € X, sa f (z) = y. Med andre
ord haves

Ty # T2 = f(21) # f(22)

for alle z1,x5 € X. Vi siger, at f er surjektiv, hvis der for ethvert y € R findes mindst ét z € X,
sa f(z) =y.

Vi siger, at f er bijektiv, hvis der for ethvert y € R findes netop ét =z € X, sa f () = y. Bemaerk
at f er bijektiv, hvis og kun hvis f er invertibel, altsa hvis og kun hvis der findes en funktion
g: R — X, som opfylder

(gof) (@) ==,  (fog)(y)=yv.

Vi siger, at g er den inverse af f, som notereséif*l.




4.1.2 Kilassifikation af funktioner pa baggrund af forskrift

Typisk er funktioner f: X — Y angivet med en forskrift, som beskriver hvordan elementer fra X
associeres til elementer i Y.

Definition 4.1.2. Vi indfgrer fglgende typer af funktioner.
e Visiger, at f: R — R er en konstant funktion, hvis der findes b € R, sa

f(z)="b

for alle z € R. Vi siger, at b er begyndelsesverdien for f.

e Visiger, at f: R — R er en lineer funktion, hvis der findes a € R, sa
f (@) = az
for alle € R. Vi siger, at a er heldningskoefficienten for f.
e Visiger, at f: R — R er et polynomium af grad n € Ny, hvis der findes ag,aq,...,a, € R, sa
f(z) =anz" + 12" 1+ ...+ a1z + ag
for alle z € R. Vi siger, at a; er den ¢ ’te grads koefficient.

e Visiger, at f: Ry — R er en potensfunktion, hvis der findes a € R og b € R, sa

fl@)=b-a

for alle z € R. Vi siger, at a er potensen, mens der ikke er konsensus om et navn til b.

e Visiger, at f: R — R er en eksponentiel udvikling, hvis der findes a,b € R, sa

J@)=b-a*

for alle z € R. Vi siger, at a er grundtallet og b er begyndelsesverdien. Nar begyndelsesvaerdien
b =1 kaldes f en eksponentialfunktion.

e Visiger, at f: Ry — R er en logaritmefunktion, hvis der findes a € R, sa

f(z) =log, (v)

for alle € R. Vi siger, at a er logaritmens base.

Det er veerd at bemaerke, at ovenstaende definitioner er overlappende - én funktion sagtens kan stemme
overens med flere af ovenstaende definitioner. Bemaerk eksempelvis at funktionen f: R — R med forskrift
f () = x er en bade affin funktion, et polynomium af grad 1 og en potensfunktion!

4.1.3 Egenskaber ved forskellige funktionstyper

I dette afsnit beskriver vi sammenhaenge mellem forskrifter for de forskellige funktionstyper og diverse egen-
skaber, som vi definerede herover. Alle resultater gives af hensyn til omfanget uden bevis, eftersom det hele er
kanonisk gymnasiepensum.

Saetning 4.1.3 (Affine funktioner). Lad f: R — R veere givet ved f () = ax + b, hvor a,b € R. Da er
e ... f strengt voksende for a > 0, strengt aftagende for a < 0 og konstant for a = 0.

e ... f antisymmetrisk omkring —g, som er skaerringspunktet med z-aksen.
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e ... f invertibel for a # 0 med invers f~1 (y) = nyb.

Desuden skaerer grafen for f y-aksen i (0,b).

Szetning 4.1.4 (2. gradspolynomier). Lad f: R — R veere givet ved f (x) = ax? + bz + ¢, hvor a,b,c € R og
a#0.
—b

e Daer f symmetrisk omkring s = 52, hvor funktionen tager sit minimum, hvis a > 0, eller sit maksimum,
hvis a < 0. Derfor er f nedad eller opad begraenset afhsengigt af fortegnet for a.

o Hvis b2 — 4ac > 0, sa skeerer grafen for f z-aksen i punkterne

(—b—\/b2—4ac O) (—b+\/b2—4ac 0)

2a 2a

som kan vaere sammenfaldende for b — 4ac = 0. Hvis b? — 4ac < 0, sa skeerer grafen for f ikke z-aksen.
e Hvisa > 0, sé er f strengt aftagende pé intervallet (—oo, — ] og strengt voksende pé intervallet [—-, 00).
e Hvis a > 0, sa er f strengt voksende pa intervallet (—oo,—%] og aftagende voksende pa intervallet
[~ 24:00).
Desuden skaerer grafen for f y-aksen i (0,c).
Seetning 4.1.5 (Potensfunktioner). Lad f: Ry — R veere givet ved f (z) = b-2% hvora € Rog b € R;. Daer
e ... f strengt voksende for a > 0, strengt aftagende for a < 0 og konstant for a = 0.
e ... f positiv, sa specielt nedad begraenset af 0.
e ... f invertibel for a # 0 med invers f~! (y) = ¥/b-y.

Desuden skaerer grafen for f linjen z = 11 (1,b).

Saetning 4.1.6 (Eksponentielle udviklinger). Lad f: R — R vare givet ved f () =b-a”, hvor a,b € Ry. Da
er

o ... f strengt voksende for a > 1, strengt aftagende for a < 1 og konstant for a = 1.
e ... f positiv, sa specielt nedad begrzenset af 0.
e ... f invertibel for a # 1 med invers f~! (y) = log, ().

Desuden skaerer grafen for f y-aksen i (0,b).

Seetning 4.1.7 (Logaritmefunktioner). Lad f: Ry — R vaere givet ved f (z) = log, (z), hvor a € Ry \ {1}. Da
er

e ... f strengt voksende for a > 1 og strengt aftagende for a < 1.
e ... f invertibel med invers f~! (y) = a¥.

Ovenstaende er ikke ngdvendigvis en udtgmmende beskrivelse af egenskaber ved de forskellige funktionstype,
eksempelvis kan inddrages skaerringspunkter med z-aksen, eller mere generelt skeeringspunkter med en ret linje.
Netop denne betragtning kunne veaere interessant, hvis man gnsker at diskutere algebraens fundamentalsatning
vedrgrende (komplekse) rgdder for n’te gradspolynomier.

4.1.4 Perspektivering: Funktionalligninger
Konstante, Linesre og Affine Funktioner

Det er let at se, at konstante funktioner netop er alle funktioner, der opfylder funktionalligningen

f@)=f(y)

for alle z,y € R. Lidt mindre oplagt er det, nar vi betragter linezere funktioner, men vi sgger en ligning, der
indfanger alle funktioner med fglgende karakteristika.
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e Nar input skaleres med «, sa skaleres output med «.
e Nar input gges med y, sé gges output med f (y).

Resultatet herunder viser, at ovenstaende karakteristika opfyldes af netop linesere funktioner.

Satning 4.1.8. Lad f: R — R. Da findes a € R, s& f (x) = ax, hvis og kun hvis f opfylder

flax+y) =af (x)+ f(y) (4.1)

for alle o, z,y € R.

Beuis. Det er let at se, at enhver linezer funktion f (z) = ax for a € R opfylder ligning (4.1), sa betragt nu en
vilkarlig funktion ¢g: R — R, som opfylder (4.1). Lad a = g (1) og bemaerk

g(z-140) =z-g(1)+9(0) =az+g(0)
9(0)=g(-1-04+0)=-1-9(0)+¢(0)=0

Ved at kombinere ovenstaende kan vi konkludere g (z) = ax for alle z € R. O

En lidt stgrre klasse af funktioner er de affine funktioner f: R — R, som kan konstrueres ved at laegge en lineser
funktion sammen med en konstant funktion. Vi far saledes, at affine funktioner har forskrift f (z) = ax + b for
a,b € R, og vi kaldes a for heldningskoefficienten og b for begyndelsesverdien.

Alternativt kan vi forsta affine funktioner som den klasse af funktioner, hvor f (x) vokser proportionalt med x,
sagt med andre ord er
[ (z2) — [ (1)

X9 — X1
konstant. Dette giver anledning til fglgende karakteristika af affine funktioner.
Saetning 4.1.9. Lad f: R — R. Hvis der findes a € R, sa
f(z2) — f(x1) =a(xe — 1), for alle z1,x2 € R, (4.2)
daer f(x) =ax + b, hvor b = f (0).

Bevis. Det er let at se, at enhver affin funktion f (r) = az + b for a,b € R opfylder ligning (4.2), sa betragt nu
en vilkarlig funktion g: R — R, som opfylder (4.2)). Ved at lade 21 = 0 fas da

g(@) =g (@) =a(x—0)+f(0)=az+b,
hvilket viser det gnskede. O
Vi kan teenke pa ovenstaende som det omvendte resultat af to-punktsformlen for affine funktioner, nemlig at
hvis to-punktsformlen holder for alle punkter for en funktion f, sa er f en affin funktion. Alternativt kan affi-

ne funktioner realiseres som lgsninger til en funktionalligning, der i hgjere grad afspejler feclllestrackkene med
linegere funktioner.

Seetning 4.1.10. Lad f: R — R. Da findes a € R, sa f (z) = az, hvis og kun hvis f opfylder

flaz+y) =a(f(z) - f(0)+f(y) (4.3)

for alle a, z,y € R.

Bevis. Udelades. O
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Potensfunktioner

Lad f: Ry — R veere givet ved f (z) = %, hvor a € R. Da er det let at se, at f opfylder funktionalligningen

fxy) = f(2) f(y)
for alle z,y € R, men det er bestemt ikke let at afggre, om der er andre funktioner, som opfylder denne ligning!
Lemma 4.1.11 (Cauchy’s Funktionalligning). Lad f: R — R veere en kontinuert funktion. Da findes a € R,
sa f (z) = ax, hvis og kun hvis
fla+y)=f()+f(y) (4.4)
for alle z,y € R.

Skitse af bevis. Det kan vises, at f: Q — R givet ved f () = ax for a € R er de eneste funktioner, som opfylder

flety)=Ffe)+f(y)  foraller,ycQ.

Nar vi betragter en kontinuert funktion f, som opfylder f(x) = ax for alle x € Q, sa folger det af netop
kontinuitet, at f (z) = az for alle x € R. O

Overraskende nok er det ovenstaende resultat, som skal hjelpe os med at forsta potensfunktioner fra et per-
spektiv af funktionalligninger.

Seetning 4.1.12. Lad f: Ry — R vaere en kontinuert funktion. Da findes a € R, sa f (z) = z%, hvis og kun
hvis

fxy) = f(x)f(y) (4.5)

for alle z,y € Ry.
Bevis. Definér g: R — R ved g () = log (f (€%)). Da fas
g(z+y)=log (f (")) =log (f (e”-e¥)) =log (f (") - f (e"))
=log (f (¢)) +1og (f () = g (z) + 9 (v),
hvorfor det folger af Lemma|4.1.11} at g (x) = ax for a € R. Men da fas endelig
f(SC) _ 6g(log:v) _ 6alogz _ za7

hvilket er det gnskede. O

En smule mere generelt kan man med lignende teknikker vise, at de eneste kontinuerte funktioner f: R, — R,
som opfylder

fQ) f(zy) = f(=)f(y)

for alle z,y € Rer givet ved f (x) = b-z® for a, b € R. Ovenstaende giver en formel forstaelse af potensfunktioners
vaekstegenskaber, som kan direkte sammenlignes med linezere funktioner.

Eksponentielle udviklinger

Lad f: R — R veere givet ved f (z) = a”, hvor @ € R;. Da er det let at se, at f opfylder funktionalligningen

[ty =f(x)f(y)

for alle z,y € R, men det er bestemt ikke let at afggre, om der er andre funktioner, som opfylder denne ligning!
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Saetning 4.1.13. Lad f: R — R veere en kontinuert funktion, som ikke er identisk 0. Da findes a € R, sa
f(x) = a®, hvis og kun hvis

f@+y)=[f(2)f©) (4.6)
for alle z,y € R.

Bevis. Det er let at se, at enhver lineser funktion f(x) = ax for a € R opfylder ligning (4.6]), s& betragt en
vilkarlig funktion f: R — R, som opfylder (4.6)). Vi viser forst, at f (x) = a® for alle z € N, dernzeste alle x € Z
og endelig alle z € Q. Det folger da af antagelsen om kontinuitet, at f (z) = 22 for alle z € R.

Lad a = f (1) og lad n € N. Da haves

Bemeerk endvidere, at
f(@)=f(z+0)=f(z) £(0),
hvorfor vi har f (0) = 1. Da fglger det, at
L=f0)=f(n=n)=Ff(n)f(-n),
hvorfor vi far f (—n) = f (n)~' = a=". Dette viser f (z) = a® for alle x € Z.

Lad nu p, q € Z, og antag ¢ # 0. Da haves

cortr= (i -1 ()

q gange

hvorfor vi har f ( ) = a'/4. Da fas tilsvarende

1
q
f<p> :f<1+1+”.+1> :f<1>p:(al/q)p:ap/q7
q q 9 q q

P gange

hvilket viser f (z) = a® for alle x € Q. Det fplger nu, at eftersom f er kontinuert, sa er f (z) = a® for alle z € R,
hvilket er det gnskede. O

En smule mere generelt kan man med lignende teknikker vise, at de eneste kontinuerte funktioner f: R, — R,
som opfylder

FO) fx+y)=f(z)f(y)

for alle z,y € R er givet ved f (x) = b-a” for a,b € R. Ovenstaende giver e formel forstaelse af eksponentielle
udviklingers veekstegenskaber, som kan direkte sammenlignes med linacere funktioner.

Saetning 4.1.14. Lad f: Ry — R veere en kontinuert funktion, som ikke er identisk 0. Da findes a € R, sa
f(x) = alnz, hvis og kun hvis

flay) = f(x)+ f(y) (4.7)
for alle z,y € R.

Bevis. Lad f veere en funktion, som opfylder (4.7) og betragt funktionen g: R — R givet ved g () = f (e%). Da
haves

g(aty)=f(e") =f(e"-e¥) = f(e") + f(e') = g(x) +9(y).
Vi bemerker saledes, at g opfylder Cauchy’s Funktionalligning beskrevet i Lemma hvorfor der findes
a € R, sa g (z) = ax for alle z € X. Da logaritmefunktionen er invers til til eksponentialfunktionen, falger det
at

f(@)=f(e"") =g(lnz) =alnz,
hvilket viser det gnskede.

Den modsatte implikation er blot logaritmeregnereglen In (ab) = In a+1n b, hvorfor argumentet udelades her. [
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4.2 Bilag

Figur 4.1: Grafen for en funktion

fx
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W = Ot

1

-1 1 2 3 =

-1

Udfyld nedenstaende sildeben ved at afleese pa gra-
fen.

z | | | | |

f@ [T 1 7]
og brug dette til at finde en forskrift for f.

f(x)

Figur 4.2: Grafen for en funktion

123456 78972

fen.

Figur 4.3: Grafen for en funktion
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4
3
2
1
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-2 5 1 2z
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-2
Udfyld nedenstaende sildeben ved at aflaese pa gra-
fen.
z | ]
f@ [T ]
og brug dette til at finde en forskrift for f.
f(z)
Figur 4.4: Grafen for en funktion
f(z)
3 -2 /41 N2 32
1
2
-3
-4
-5
Udfyld nedenstaende sildeben ved at afleese pa gra-
fen.
z | ]
f@f [ [ | ]
og brug dette til at finde en forskrift for f.
flz) =
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Figur 4.5: Grafen for en funktion
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Figur 4.7: Grafen for en funktion
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Figur 4.9: Grafen for en funktion
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Figur 4.10: Grafen for en funktion
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Figur 4.11: Grafen for en funktion
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Kapitel 5
Arealer og Integration

I det folgende praesenteres en undersggende tilgang til introduktionen af integraler med udgangspunkt i klassisk
geometrisk arealberegning. Forst og fremmest cementerer vi vores forstaelse af arealer i geometrisk forstand,
som for mange elever i gymnasiet vil fungere som repetition. Herefter bemaerker vi, at geometrisk arealberegning
ligeledes kan forstas i en analytisk kontekst som arealer under grafer for funktioner. Denne betragtning leder os
til spgrgsmalet om arealer af omrader indkredset af grafer for funktioner, og efter en grundig undersggelse leder
dette arbejde os til definitionen af integralet samt en motivation for efterfglgende arbejde med stamfunktioner

og analysens fundamentalsaetning.

Miljg. Betragt de forskellige figurer vist herunder.

VN
g g

Hvad vil det sige at bestemme arealet af ovenstaende figurer - og hvordan ggr man? Overvej, hvilke metoder du
har i dit repetorie til at besvare netop dette spgrgsmal. )

5.1 Kernestof

5.1.1 Arealer i Geometri og Analyse

Vi indleder med at minde laeseren om en lang raekke figurer, som vi kan bestemme arealet af ud fra geometriske
betragtninger (se bilag).



Det er let at teenke pa en 2-dimensional figur, hvor vi ikke umiddelbart ved, hvordan man kan bestemme arealet
ud fra geometriske betragtninger. I det fglgende vil vi undersgge figurer, som kan indkredses af kontinuerte
funktioner. Fgrst vil vi imidlertid forsgge at oversaette noget af vores geometrisk funderede viden om arealer af
2-dimensionale figurer til et analytisk sprog for at indikere, at en analytisk tilgang er mindst lige sa frugtbar.
Mere konkret er tanken, at oversatte vinkler og sideleengder til funktionsforskrifter.

Betragt eksempelvis en relativt simpel figur som en revinklet trekant som vist herunder. Vi kan indlejre denne
figur i et 2-dimensionalt koordinatsystem og betragte hypotenusen som et linjestykke af en ret linje med forskrift
y = ax + b. De to kateter betragtes som linjestykker fra de to koordinatakser.

a=-2p:=nh,
g

B
h
C g A
=2 h:=b. 9
1 9 a’ 1 b b
Areal:§-h-g Areal_z.b.(_a)__M

Leaeseren opfordres til at overveje, hvordan andre figurer kan indlejres i et koordinatsystem og betragtes som et
omrade indkredset af en eller flere kontinuerte funktionre. Overvej eksempelvis generelle trekanter, firkanter eller
cirkler. Den konkrete udformning er ikke vigtig, men idéen at geometriske figurer kan indkredses af kontinuerte
funktioner er essentiel!

5.1.2 Areal under avancerede funktioner: f(r) = 22

Det er umiddelbart sveert at bestemme arealet indkredset af mere avancerede funktioner eksakt, men for at have
et udgangspunkt kan vi prgve at approksimere arealet. Med udgangspunkt i funktionen f(x) = 22 spgrger vi,
hvordan kan vi tilneerme os arealet under grafen i intervallet [0, 1]?

f(x)

1+

En naturlig tilgang til at apprkosimere arealet under en funktion er at inddele definitionsintervallet [a, b] i mindre
delintervaller og i hvert delinterval approksimere arealet. Vi siger I = {z¢,x1,...,z,} C [a,b] er en inddeling af
[a, b], hvis

a=z90<x1<...<xHp =0,
og vi definerer finheden af inddelingen I ved fin (I) := min; (x; — 2;—1). Endelig siger vi, at en inddeling I af
intervallet [a, b] er finere end J, hvis J C I.
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Vi definerer nu en rzekke begreber, som relaterer til udfordringen med at approksimere arealet under grafen for
en funktion.

Definition 5.1.1. Lad [a,b] € R og lad f: [a,b] — R veere en kontinuert funktion. Lad I = {xg,z1,...,2,}
vaere en inddeling af [a, b].

o Venstresummen, hgjresummen og middelsummen af f med hensyn til I er henholdsvis

n

Zf(lri—l)(xi*xi—l), Zf(wz) (Cﬂi*iﬂi—l) og Zf (W) (ﬂfz‘*xi—l)-
i=1 i=1

=1

o Undersummen og oversummen af f med hensyn til I er henholdsvis

n n

Uf,I):=> inf f@)(@i—zi1) oz Of1)=Y sup f(2)(@i—2i1).

= T€[Ti—1,74] ] relziii,zi)
e Arealet under den lineere approksimation af f med hensyn til I er

Z f(xifl);!‘ I (xs) (

Ty — .171;1) .

Det er ikke umiddelbart klart, hvilken sum der giver anledning til den bedste approksimation givet en inddeling,
men i alle tilfeelde er det intuitivt overbevisende, at en finere inddeling giver anledning til en stadigt bedre
approksimation af arealet under grafen for f. Det er klart, at undersummen altid er mindre end eller lig
venstresummen, hgjresummen og middelsummen samt arealet under den linezere approksimation af f, som
igen alle er mindre end eller lig oversummen. Mere overraskende er maske, at forskellen pa undersummen og
oversummen gar mod 0, nar man velger stadig finere inddelinger.

Seetning 5.1.2. Lad [a,b] C R, betragt en kontinuert funktion f: [a,b] — R og betragt for alle n € N
inddelingerne I,, = {zg, z1,...,z,} og antag af finheden heraf gar mod 0 for n — co. Da gar forskellen mellem
undersummen og oversummen af f med hensyn til I,, mod 0 for n — co.

Bevis. Lad € > 0. Da f er kontinuert findes § > 0, sa der gaelder

3

2=yl <=1 @)~ F )] < —

Eftersom finheden af I,, gar mod 0, da findes N € N, sa for alle n > N haves fin (I,,) < 0.

Vealg n > N. For ethvert ¢ = 0,1,...%k og for alle z,y € [x;_1, ;] geelder da |f (z) — f (v)| < &, hvorfor det

folger at
0< sup f(z)— inf f(z)< c

IG[%‘—l*Ii] ZL’G[CEifl*Ii] b —a

Men det fglger da, at for haves k > K haves

O(f,I,)-U(f,I,) = - ( sup f(x)— inf ]f(x)> (i —xi—1)

w€lri1,ai] o€wi—1,7i

€ €
Z — 1) b_a(b—a)—e7

hvilket viser, at for ethvert € > 0 der geelder, at for tilstreekkeligt store k € N, sa er forskellen pa undersummen
og oversummen af f med hensyn til [, mindre end eller lig €. Med andre ord gar forskellen pa undersummen og
oversummen af f med hensyn til I,, mod 0 for n — oc. O
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Ovenstaende resultat viser, at nar vi betragter en fglge af inddelinger, hvis finhed gar mod 0, sa gar undersummen
og oversummen af f med hensyn til de givne inddelinger mod det samme. Da undersummen og oversummen af
f er vores henholdsvis mindste og stgrste approksimation af arealet viser dette, at alle vores approksimationer
gar mod det samme tal, nar finheden gar mod 0 - nemlig arealet! Dette retfeerdigger, at vi herunder definerer
integralet som graenseveerdien af hgjresummerne for en bestemt fglge af inddelinger. Vi har ikke vist, at for to
forskellige fglger af inddelinger, hvis finhed gar mod 0, da gar undersummerne og oversummerne for en kontinuert
funktion f med hensyn til de forskellige inddelinger faktisk mod det samme. Af hensyn til omfanget udelades
dette og integralet defineres med udgangspunkt i en inddelinger, hvor punkterne er fordelt jeevnt i intervallet.

Definition 5.1.3. Lad [a,b] C R, betragt en kontinuert funktion f: [a,b] - Roglad Iy = {a,a + 5%, a + 2552, ... b}
vaere inddelinger af intervallet [a, b] for alle N € N. Da er integralet af f over intervallet [a,b] givet ved

b ) ) b—a b—a
/af(x) dx.:ngnoo I ;f<a+z N)

Vores diskussion frem til nu viser, at integralet af f over intervallet [a,b] netop beskriver arealet under f i
intervallet [a,b]. Vi er sdledes nu i en position til at bestemme arealet under f (x) = z2 pa intervallet [0, 1].

Eksempel 5.1.4. Lad f: [0,1] — R veere givet ved f (z) = 22 og betragt for n € N en inddeling af intervallet

12
In_{O,,,...,l}.
n n

n

" N1 1 _ (n+1)(2n+1)
i:zlf(:z)n:mz*:m 6n3n ’

i=1

Vi bemeerker forst, at

hvor den sidste lighed fglger af Lemma Vi far saledes, at arealet under grafen for f i intervallet [0, 1] er

givet ved
o=, (i\1 .. am+)(2n+1) 1
1 ——=1 =_.
Jim, 2 S (5) 5=t 3

n—oo0 6n3
At bestemme arealer indkredset af kontinuerte funktioner pa ovenstaende made er generelt seerdeles omstaendigt

og kraever ad hoc argumenter til udregning af summen som i eksemplet herover. Heldigvis findes der dybe
resultater i matematisk analyse, som ggr situationen markant lettere.

Theorem 5.1.5 (Analysens Fundamentalsaetning). Lad [a,b] C R og betragt en kontinuert funktion f: [a,b] —
R. Lad F': [a,b] — R veere funktionen defineret ved

F(x) ::/ ft) dt
Da er F differentiabel i intervallet (a,b), og der geelder F'(x) = f(x) for alle x € (a,b) og F(a) = 0.
Bevis. Lad x € (a,b) og betragt Az € R, sa x + Az € [a,b]. Da gaelderﬂ
T r+Azx r+Azx
/f@ﬁ+/ ﬂﬂﬁ:/ £ dt
Ved at omskrive ovenstaende far vi saledes
x+Ax
F(x—i—Aw)—F(sc):/ ft) dt
T
Det er imidlertid klart, at

Tz+Ax
Az min ]f(a) §/ f@) dt <Az max f(a),

a€z,z+Azx a€lz,z+Ax]

1Et bevis kraever en mere fleksibel definition med vilkarlige inddelinger.
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sa fordi f er kontinuert, ma der findes ¢ € [z, 2 + Ax]EL som opfylder

F(z+Az)—F(z) 1 etie
Az N Ix/w S dt

= f(¢)

Lader vi nu Az ga mod 0, opdager vi

A _
F (o) = Jim, S < 10 = S0)

hvor det sidst lighedstegn fglger, da x < ¢ < x + Az, og * + Ax — x for Az — 0, og f er kontinuert. O

For at bestemme integralet kan vi i stedet for at udregne en kompliceret sum og undersgge graenseveerdien af

den, blot lede blandt funktion F', som opfylder F’ = f. Og det er en god strategi, pa grund af folgende resultat.

Korollar 5.1.6. Lad [a,b] C R og betragt en kontinuert funktion f: [a,b] — R. Da findes netop én funktion,

som opfylder F'(z) = f(z) for alle € (a,b) og F(a) = 0.

Bevis. Lad F,G vaere funktioner, som opfylder F’ (z) = f (x) = G’ () og F (0) = 0 = G (0). Det folger da, at
(F=G)' (2) = F' (z) = G (z) = 0,

hvorfor der findes en konstant ¢ € R, s F (z) — G (x) = ¢ for alle x € [a, b]. Denne konstant er ngdvendigvis 0,

s& F'(0) =0 = G (0), hvorfor vi konkluderer F (x) = G () for alle = € [a, b].

Det folger af Theorem at der faktisk findes en funktion med de givne egenskaber. O

Ovenstaende motiverer introduktionen af stamfunktioner, integralregneregler og udregning af bestemte integra-
ler, som er klassisk pensum i gymnasiet.

2Et bevis kraever en stringent definition af kontinuitet
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5.2 Appendiks

Lemma 5.2.1. Lad N € N. Da gealder

N(N +1)

L4243+ .+ (N -1+ N="——

Bevis. Vi bemeerker, at ved fgrst at skrive summen almindeligt op og derunder skrive summen i modsat reek-
kefglge, sa kan vi leegge elementerne sammen lodret og fa

1 + 2 + 3 + ... + N-1 + N
N + N-1 4+ N-2 + ... + 2 + 1
N+1 + N4+1 4+ N+1 + ... 4+ N+1 + N+1

Pa den nederste rackke star N + 1 lagt sammen med sig selv i alt N gange, som selviglgelig i alt giver N(N +1).
Det dobbelte af summen er saledes N(N + 1), hvorfor summen i sig selv blot er halvdelen, altsa

N(N +1)

1+243+...+N= 3

Dette viser det gnskede. O

Lemma 5.2.2. Lad N € N. Da galder

N(N +1)(2N +1)
6

PP+22 432+ +(N=-22*+(N-1)2+N?=

Bevis. Vi bemeerker, at ved fgrst at skrive alle ledene fra summen pa en lodret sgjle og ved siden af skrive ledene
fra Lemma [5.2.1] sa kan vi leegge elementerne sammen vandret og fa

N? + N = N(N +1) = 2(1+2+3+...+(N=-2)+(N—-1)+N)
(N-1? + N-1 = (N-1)N = 2(1+4+2434+...+(N=-2)+(N-1))
(N-22 + N-2 = (N-2)(N—-1) = 2(1+2+3+...+(N-2)

32 + 3 = 3-4 = 2(142+3)

22 + 2 = 2.3 = 2(1+2)

12 + 1 = 1-2 = 2(1)

Leegger vi nu sammen lodret leengst til venstre og leengst til hgjre fas

N N N N N

dDnP+d n=2> a(N+1-n)=2N+1)Y n-2> n’

n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
som kan omskrives til N N

() N(N +1)(2N +1)
3 n*=(02N+1)) n=
eV 2

hvor (1) folger af Lemma[5.2.1] Ved at dividere med 3 pa begge sider fas det gnskede. O
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5.3 Bilag

Geometrisk Formel

Navn Tegning for Areal
Retvinklet h 1 h-g
2
g
Trekanter Stumpvinklet 1 h-g
2
Sy 1
Spidsvinklet ~.h-g
2
)
[ 0
Kvadrat g>
Ol [
g
[ [
h .
Rektangel h-g
Ol ]

Parallellogram

g
Firkanter Rombe ’ 1 dy - dsy
2
g

1

Cirkel ‘ 2
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0.8+ 0.8+
0.6t 0.6+
0.4t 0.4+
0.2+ 0.24
02 04 06 08 1 =@ 02 01 06 08 1 =
Figur 5.1: Undersum / Venstresum Figur 5.3: Middelsum
f(z) f(x)
1T 14
f(z) = a?
0.8+ 0.8+
0.6t 0.6+
0.41 0.4+
0.2+ 0.24
0?2 Of4 0?6 038 i z Oi2 Oi4 Oi6 Oi8 i z
Figur 5.2: Oversum / Hgjresum Figur 5.4: Antal (halve) kasser
f(x) f(x)
1T 14
0.8+ 0.8+
0.6t 0.6+
0.4+ 0.4+
0.2t 0.24
02 04 06 08 1 @ 02 04 06 08 1 «
Figur 5.5: Lineser approksimation Figur 5.6: Lineser approksimation med tangent
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Kapitel 6

Linezer Algebra i Planen

I det fplgende praesenteres en undersggende tilgang til forbindelserne mellem linjer i planen i Geometri, lig-
ningslgsning og lgsningsmeengder i Algebra og vektorer og linezer uafhaengighed i Vektorrum. Undersggelsen
kredser om en grundig overvejelse af parallelitet, seerligt et forsgg pa at gradbgje begrebet ‘parallel’. Det faglige
indhold og det undersggende arbejde placeres naturligt som afsluttende pa et forlgb om vektorer i 2. eller 3.g,
eventuelt som introducerende for definitionen af determinanten.

6.1 Lineser Afhsengighed i Planen
Vi indleder med at introducere et matematisk begreb, som formaliserer det intuitive billede af parallellitet af
linjer i en kontekst af vektorer.

Definition 6.1.1. Lad a,b € R2. Vi siger, at a, b er lineert afhengige, hvis der findes x,y € R sa
rza+yb=0

hvor z,y ikke begge er 0. Hvis a, b ikke er linezert atheengige, sa siger vi, at de er lineert uafhaengige.

I to dimensioner kan vi visualisere ovenstaende som folger; to vektorer er linezrt afheengige, netop hvis de peger
i samme eller modsatte retning. Denne iagttagelse kan bidrage til at kvantificere i hvor hgj grad to vektorer er
linezer afhaengige baseret pa intuitionen, at to vektorer kan pege i naesten samme eller modsatte retning (svarende
til at veere taet pa at veere lineser afhaengige), eller to vektorer kan pege i vinkelrette retninger (svarende til at
vaere langt fra at veere linezert athaengige). Vi gor dette mere preecist herunder.

_ (a1 o b
SO
Vi sgger et mdl D: R? x R? — R, som kvantificerer i hvor hgj grad to vektorer er linezert uafheengige. Vi bygger

vores undersggelse pa intuitionen, at to vektorer kan vzere teet pa eller langt fra at veere linesert uafhaengige.
Der skal med andre ord geelde folgende om D(a, b) for a,b € R2.

Miljg. Lad a,b € R? vaere givet som

e Hvis a, b er linesert uathaengige, sa skal der geelde D(a,b) = 0.
e Hvis a,b er teet pa at veere linesert atheengige, sa skal D(a,b) veaere taet pa 0.
e Hvis a, b er langt fra linesert atheengige, sa skal D(a, b) veere langt fra 0.
o

Der er adskillige fornuftige bud pa et mal D: R? x R? — R, som beskriver i hvor hgj grad to vektorer er linesert
uafheengige, og herunder beskriver vi tre naturlige kandidater.
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6.1.1 Euklidisk afstand i R?

Definition 6.1.2 (Afstand mellem vektorer). Lad u,v € R?. Da er afstanden mellem to vektorer givet
ved

u = v = /(w1 —01)? + (2 — )"

Som mal for hvor tasette to vektorer er pa at vere linesert afhengige har afstanden mellem vektorer
umiddelbart to mangler, nemlig
1) To vektorer med samme retning, men forskellige leengder, har afstand stgrre end 0, selv om de er
linesert athaengige.
2) To nesten modsatrettede vektorer vil have relativt stor afstand, selv om de nesten er linesert
afhsengige.
For at imgdekomme det fgrste kritikpunkt kan vi normere vektorerne, altsa betragte afstanden mellem
u* = u/ ||ul| og v* = v/ ||v|| i stedet. For at imgdekomme det andet kritikpunkt vil vi tage den mindste
af afstandene mellem u* og v* samt u* og spejling af v* i origo, altsa —v*. Grafisk kan vi ved at indtegne
en gra enhedscirkel fremstille situationen som vist herunder.
Y

AN

Formelt er det fremkomne mal D: R% x R? — R givet ved

- lu-v|
D (u,v) == min {|ju* — v*||, [|[u* +v*||} = /2 -2 ,
lafl vl

hvilket folger af omsteendige, men elementeaere udregninger.
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6.1.2 Vinkler i R?

Definition 6.1.3 (Vinkel mellem vektorer). Lad u, v € R?. Da opfylder vinklen 0 mellem wu, vligningerne

u-v . u-v
008927‘, sinf =

[l v [l VI

Som mal for hvor taette to vektorer er pa at veere linesert afthaengige har vinklen mellem vektorer umid-
delbart én mangel, nemlig
1) To (nzesten) modsatrettede vektorer udspeender en pa (neesten) 180° eller 7 radianer, selv om de
(neesten) er linesert athzengige.
For at imgdekomme dette kritikpunkt vil vi tage den mindste af vinklerne mellem u og v samt u og
spejlingen af v i origo, altsa —v. Grafisk kan vi fremstille situationen som vist herunder.
Y

AN

Formelt er det fremkomne mal D: R? x R? — R givet ved

D (u,v) = min {6,6'} = min {cosl <“V> cos™! <_uv> }

[l {v] al vl

. | uv -1 u?
= Imin § Sin T || o &1l e rerr—
([all vl [[all vl

Afslutningsvis kan vi meget hgjtflyvende bemserke, at den mindste vinkel af 6,6’ altid er mindre end
eller lig 7/2 radianer. I intervallet [0,7/2] er sinf ~ 6 en rimelig approximation, hvorfor

o
D =
ate (%) = [

kan formodes ligeledes at veere et fornuftigt mal.
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6.1.3 Arealer i R?

Definition 6.1.4 (Parallellogram udspzendt af vektorer). Lad u,v € R2. Da er parallellogrammet ud-
spendt af u, v givet ved
Para (u,v) := {zu+uv € R? |:r,y €10,1]}.

y/\

Som mal for hvor teette to vektorer er pa at veere linezert afheengige har arealet udspsendt af vektorerne
umiddelbart én mangel, nemlig
1) Arealet af den udspendte trekant athsenger ikke blot af vektorernes retning, men ogsa af deres
lengde.
For at imgdekomme dette kritikpunkt vil vi normere vektorerne, altsa betragte arealet af parallellogram-
met udspaendt af u* = u/||u|| og v* = v/ ||v||. Grafisk kan vi fremstille situationen som vist herunder.

Ya
u

Formelt er det fremkomne mal D: R% x R? — R givet ved

D (u,v) :=min {0, 0} = Areal (Para (u,v)) = M,
[[afl {]vl]
hvilket kan udregnes ved at betragte et omskrevet rektangel og udregne arealet af komplementaerfiguren
med hensyn til dette omskrevne rektangel, som indikeret herunder.
Ya

Afslutningsvis bemeerker vi, at det fremkomne mal har en direkte parallell til D,;, som vi beskrev i
afsnittet om Vinkler i R2.
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6.1.4 Perspektivering: Linezer Afhsengighed i Rummet
I det fglgende forudszetter vi yderligere kendskab til krydsproduktet af vektorer i R?, altsa

ay ay azbz — azbo
axb= as X | ag = —(a1b3 — agbl) s
as as arby — azby

samt at ||a x b|| udggr arealet af parallellogrammet udspaendt af a,b i R3. Det er desuden ngdvendigt at kende
til projektionen af en vektor a pa en vektor b, mere praecist

roj,(a) == a-b
PR
Vi generaliserer umiddelbart definitionen af lineser afheengighed til 3 dimensioner.
Definition 6.1.5. Lad a,b,c € R?. Vi siger, at a,b, c er lineert afhengige, hvis der findes z,y, 2 € R sa
ra+yb+2c=0
hvor z,y, z ikke alle er 0. Hvis a, b, ¢ ikke er linezrt afhengige, sa er de lineert uafhengige.

Som inspiration for definitionen af et mal for graden lineser uafhesengighed betragter vi volumen af det 3-
dimensionale objekt udspaendt af tre vektorer i R?, mere preecist parallellopipedummet defineret herunder.

Definition 6.1.6. Lad a, b, c € R3. Vi definerer parallellopipedummet udspzendt af de tre vektorer som

aq bl C1
Parapip (a,b,c) =< x |as | +y | b2 | +2 | c2 | €R®|z,y,2€[0,1]
as b3 c3

Vi bestemmer nu et formeludtryk volumen af et parallellopipedum.
Saetning 6.1.7. Lad a,b,c € R3. Da er volumen af parallellopipedummet udspesendt af a, b, ¢ givet ved

Vol (Parapip (a, b, c)) = |a1bacs + azbzcy + azbica — arbzca — asbies — aszbacy|.

Bevis. Vi bemaerker forst, at arealet af parallellogrammet udspeendt af a, b er givet ved ||a x b||. Eftersom ax b
er normal pa planen udspaendt af a, b, sa er hgjden af parallellopipedummet netop leengden af projektionen af
c pa a x b, altsa

|c- (a x b)] |c- (axb)|

S8 ax b = €222

la x bl la < b

Det fglger saledes, at volumen af parallellopipedummet er

||pr0ja><b (C)H =

Vol (Parapip (a, b, c)) = [a x b]| - [projas (©)]] = |c - (a x b)|
= |a1bacs + agbscr + agbica — arbsea — agbics — asbac],

hvilket viser det gnskede. O

Definition 6.1.8. Lad a,b,c € R. Da er determinanten det: R? x R? x R? — R givet ved

det(a, b, C) = a1b203 + a2b301 + a3b102 — albgcg — a2b103 - agbgcl.

Korollar 6.1.9. Betragt tre vektorer

ai by C1
a=|ax], b=|b], c=|c
as b3 c3

Da er a, b, ¢ linezrt afhaengige, hvis og kun hvis det (a, b,c) = 0.

Bevis. Bemark at a, b, ¢ er linezert afthaengige, hvis og kun hvis én af vektorerne ligger i planen udspeendt af de
gvrige to vektorer. Dette er tilfaeldet netop nar volumen af det udspeendte parallellopipedum er 0. O]

Hvis du er interesseret i en mere detaljeret gennemgang, sa kan du leese mere pa mathinsight.org/scalar_triple_product.
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6.1.5 Perspektivering: Lgsning af Ligningssystemer og Linezer Afhaengighed
Betragt ligningsystemet

li: aix+biy=cy

la: asx + bay = ca,

og bemeerk at vi hver ligning kan tilskrive en retningsvektor ry, ro givet ved henholdsvis

b b
ne(a) =)

Spgrgsmalet om hvorvidt ligningssystemet har netop én lgsning er da akvivalent med spgrgsmalet om hvorvidt
ry,ro er linezert uafthengige, eftersom dette netop svarer til, at rq, ro peger i samme eller modsatte retning. Vi
har tidligere set, at to vektorer er linesert uafhsengige netop nar determinanten er forskellige fra 0, hvorfor vi
betragter

det (1‘1, I'Q) = a2b1 — &1b2 = —det (a, b) s

hvor a = (Zl), b= (Zl> Dette viser, at vi blot kan kigge pa determinanten af koefficientvektorerne a, b, nar
2 2

vi skal afggre, hvorvidt et ligningssystem har netop én lgsning.

Lad os nu forsgge at generalisere ved at betragte ligningssystemet

li: aiz+by+cz=d
lo:  asx +boy + coz = do
lg! asx + bgy +c3z2 = dg.

Bemszerk at vi ved at isolere c3z i l3, gange [, ls med c3 og indsaette udtrykket for c3z og indsaette i de forleengede
ligninger far

lll : (a163 — 0,3(31) T + (b183 — b301) Yy = c3dy — c1ds
1/22 (a203 — (lgCQ) T + (b203 — b302) Y= c3do — cads.

Som fgr er der netop én lgsning til ovenstaende ligningssystem, hvis og kun hvis determinanten af koefficient-
vektorerne er forskellig fra 0, hvorfor vi betragter

aic3 — ascy bics — bscy 2
det = agbici — asbicacs — asbzcics + asbscic
agcs — agcs ) \bocs — bsco 201C3 3b1c2C3 2b3cic3 303C1C2

— albgcg + ChbgCQC?, + a3b20103 — a3b30102
= c3 (agbicz — azbicy — agbzer — arbacs + arbzea + asbacy)
= —czdet (a,b,c).
Dette viser endnu en gang, at vi blot kan kigge pa determinanten af koefficientvektorerne a, b, c, nar vi skal
afggre, hvorvidt ligningssystemet har netop én lgsning. Denne tilgang generaliserer videre og lader os definere

determinanten af vektorer i R* og videre, men udregningerne bliver gradvist mere omstzendige i hgjere dimen-
sioner.
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