Kapitel 3

Fundamental Aritmetik

I det fglgende praesenteres en undersggende tilgang til elementaere operationer pa de hele tal. Naermere bestemt
vil vi tage udgangspunkt i fundamentale egenskaber ved addition pa de hele tal, for derefter kort at diskutere
multiplikation. Helt centralt for undervisningsmaterialet er introduktionen af potensudtryk og potensregneregler,
og 1 halen stiller vi det oplagte spgrgsmal: Hvis multiplikation kan forstas som gentagen addition, og ekspo-
nentiering kan forstas som gentagen multiplikation, findes der sa en operation, der kan forstas som gentagen
eksponentiering - og hvorfor har jeg aldrig hgrt om den? Det fagelige indhold orienterer sig mod grundlseggende
algebraisk forstaelse af operationer pa tal, og placeres naturligt i 1.g, som et dels repeterende, dels undersggende
forlgb om potensregning.

Vi vil i det fglgende forudsaette, at laeseren er bekendt med associativitet og kommutativitet for addition af hele
tal, altsa
a+(b+c)=(a+b)+ec, a+b=b+a

for alle a, b, ¢ € Z. Desuden forudsaettes bekendthed med subtraktion og forstaelse af subtraktion som invers til
addition.

3.1 Kernestof

For fuldsteendighed og klarhed af den rgde trad introduceres multiplikation med hele tal som gentagen addition,
hvilket er praeciseret herunder.

Definition 3.1.1. Lad a € Z og m € N. Da defineres multiplikation - ved

a-m=a+a+...+a, a-0:=0, og a-(—m)=—(a+a+...+a)=—-a-m
—_— [ ——
m gange m gange

For m € Z indfgrer vi konventionen, at

1, hvism >0,
a+a+...+a:=sign(m)(a+a+...+a), sign (m) = 0, hvism =0,
m gange |m| gange — 1, hvism < 0

som betyder, at vi kan definere a-m :=a+a+ ...+ a for alle m € Z.
—_——

m gange

For at forsimple mere komplekse udregninger indfgrer vi det seedvanlige regnehierarki, sa for a,b € Z og m,n € Z
defineres
a-m+b-n:=(a-m)+(b-n),

sa vi med andre ord multiplicerer for vi adderer.
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Vi fortseetter i samme spor og introducerer folgende genkendelige regneregler, som beskriver samspillet mellem
operationerne + og - i de hele tal. Laeseren opfordres til at laegge saerligt maerke til den principielle ngdvendighed
af et bevis samt udformningen af samme for folgende resultat.

Szetning 3.1.2. Lad a,b € Z og m,n € Z. Da gelder

a) a-m+a-n=a-(m+n). c)a-m+b-m=(a+0b) m. e) (a-m)-n=a-(m-n).
b) a-m—a-n=a-(m—n). d)a-m—-b-m=(a—0>) -m. fy m-n=n-m.
Bevis for a). Lad a € Z og m,n € N. Da haves

a-m+a-n=a+a+...+at+a+a+...+a=a+a+...+a=a-(m+n),

m gange n gange m-+n gange

hvor fgrste og sidste lighedstegn folger af definitionen af multiplikation.
Da samtlige punkter a)-f) har ensartede beviser udelades disse fra noten her. O
Parallelt til introduktionen af multiplikation som gentagen addition vil vi nu indfgre eksponering af heltal som
gentagen multiplikation, hvilket er przeciseret i definitionen herunder.
Definition 3.1.3. Lad a € Z og m € N. Da defineres eksponering N ved

aAm:=a-a-...-a,

—_——
m gange

og for a # 0 defineres desuden

1 1
an0:=1, og an(—m):= =
a-a-...-a aAm
N———
™m gange

Vi kalder a for grundtallet, m for eksponenten og hele udtrykket a A m for en potens.

Med mildt misbrug af notationen indfgrer vi indfgrer vi konventionen, at for alle m € Z haves

a-a-...-q:= (a.a._._,a)sign(m)’
—
m gange m| gange
hvor ' =z, 2° =1 og 27! :%. Det betyder, at vi kan skrivea Am =ga-a-...-a for alle m € Z.
—

m gange

Igen for at forsimple mere komplekse udregninger udbygger vi det ssedvanlige regnehierarki, sa for a,b € Z og
m,n € Z defineres

aAm+bAn:=(aAm)+ (bAn), aAm-bAn:=(aAm)-(bAn),

sa vi med andre ord eksponerer vi for vi adderer og multiplicerer.

Inspireret af vores tidligere etablerede regneregler, som beskriver samspillet mellem addition og multiplikation,
formulerer og beviser vi nu fglgende regneregler, som beskriver samspillet mellem multiplikation og eksponering.
Leeserens opmeerksomhed henledes pa den slaende lighed mellem beviserne for Saetning og Seetning |3.1.4

Saetning 3.1.4. Lad a,b € Z og m,n € Z. Da geelder

a) aAm-aAn=aAl(m+n). c) aAm-bAm=(a-b) Am. e) (aAm)An=aA (m-n).
aNm aNm a
a/\n—a/\(m—n). d) b/\m_<g>/\m'

hvor b) og d) forudseetter b # 0.
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Beuis for a). Lad a € Z og m,n € Z. Da haves

aAm-aAn=g-a-...-a-g-a-...-a=@g-a-...-a=al(m+n),
m gange n gange m+4n gange
hvor ferste og sidste lighedstegn folger af definitionen af eksponering. O

Indtil nu har vi brugt en utraditionel notation for at undstrege, at eksponering er en operation, som konstrueres
fra multiplikation helt analogt til hvordan multiplikation konstrueres fra addition. Symbolet for multiplikation
- undertrykkes ofte i matematiske udsagn; vi taler om et underforstaet multiplikationssymbol, sa ab := a - b for
alle a,b € Z. Tilsvarende undertrykkes symbolet for eksponering A pa fglgende vis.

Notation 3.1.5. Lad a,m € Z. Da noteres eksponering ved

a=a/Am

hvor a er grundtallet, m er eksponenten og udtrykket a™ kaldes en potens.
Til fremtidig reference reformulerer vi indholdet af Seetning herunder udtrykt i den traditionelle notation.
Seetning 3.1.6. Lad a,b € Z og m,n € Z. Da geelder

a) a™-a" = a™t". c) a™ - b = (a-b)™. e) (a™)" =a™mm.
am I am B g m
b) Gm =" ) 5 =(3)

hvor b) og d) forudseetter henholdsvis a # 0 og b # 0.

3.1.1 Persepektivering: Knuth’s pil op 1

Vi sa fgrst, hvordan multiplikation kan defineres som gentagen addition, hvorefter vi definerede eksponering som
gentagen multiplikation. I naturlig forleengelse heraf undersgger vi nu definitionen af en operation, der noterer
gentagen eksponering. Vi bemearker dog forst, at eksponering A ikke er associativ, altsa at ligheden

(a/\m)/\n;a/\(m/\n)7 a,m,n € Z

ikke gaelder generelt, se eventuelt Seetning [3.1.4e), hvorfor parenteserne i folgende udsagn er ngdvendige for at
sikre definitionens entydighed.

Definition 3.1.7. Lad a € Z og m € N. Da defineres Knuth’s pil op 1 ved

atm=aA(aN(..Na)).
—_————

m gange

Bemeerkning. Vi definerer ikke Knuth’s pil op for m € Z, da en sadan udviddelse faktisk ikke er kendt.

Det er centralt at bemaerke, at fordi A ikke er associativ, sa er vi ngdt til at udfgre operationerne i en bestemt
rackkefplge angivet af placeringen af parenteser. Det betyder ogsa, at vi ikke kan udlede regneregler for samspillet
mellem 1 og A, eksempelvis har vi

aTm/\aTn:(a/\(a/\(.../\a)))/\(a/\(a/\(.../\a)));(a/\(a/\(.../\a))):aT(m*n)7

m gange n gange mxn gange

hvor x er en pladsholder for 4, - eller A, men uanset hvad ville ligheden ikke geelde generelt. Intuitionen er
saledes, at eftersom vi i definitionen af 1
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3.1.2 Persepektivering: Generalisering til de Rationale Tal Q

For fuldsteendighed og klarhed af den rgde trad introduceres forst division som den inverse operation til multi-
plikation, hvilket er praeciseret i definitionen herunder.

Definition 3.1.8. Lad a,b € Z. Da defineres division / ved
1
b=a-~
a/ a
hvor % € Q noterer det tal, som opfylder b - % =1 for b € Z. Eksistens og entydighed af et sadant tal vil vi ikke

diskutere nsermere her.

Med observationen at subtraktion og division som operationer er modssetninger til henholdsvis addition og
multiplikation, vil vi motivere definitionen af m’te redder som modsaetning til m’te potens.

Definition 3.1.9. Lad a € Q; og m € N. Da er den m’te rod af a, noteret %/a, det positive tal, som opfylder
( a)m —a

Eksistens og entydighed af den m’te rod af @ nsevnes uden bevis, dog kan searligt entydighed retfeerdigggres med
et argument som fplgende. Lad a,b € Q1 og m € N. Da haves

~1 o (%)mzl & %:1 o a=b

am

m=p" & —
a bm

hvor vi postulerer, at det eneste positive tal multipliceret med sig selv m gange, der giver 1, er tallet 1 selv.
Eksistens af m’te rgdder kraever en grundig introduktion af reelle tal, som vi pa ingen made forudseetter her. Vi
viser nu, at den m’te rod faktisk er modseetning til m’te potens.

Saetning 3.1.10. Lad a € Q4 og m € N. Da gaelder
Vam =a = (%/a)"
Bevis. Vi udnytter forst definitionen af den m’te rod, hvilket efterfslges af elementeere omskrivninger.

Vam)™" ) (W)mzl o Mam

m
(”\l/am) =a" & ( =1 &
a a

— =1 & ¥Vam=a
am

hvor (}) ger brug af Seetning 4)E Dette viser den fgrste lighed, mens den anden lighed ganske simpelt
folger af defintiionen af den m’te rod. O

Vi fortsaetter den pedantiske grundighed med definitionen af multiplikation med et rationalt tal, igen for at sikre
den rgde trad.
Definition 3.1.11. Lad a € Q, m € Z og n € N. Da defineres multiplikation - ved

m a-m
a:- — ‘=
n n

Vi bemeerker saledes, at multiplikation med et rationalt tal er defineret som sadvanlig multiplikation med
teelleren efterfulgt af division med nsevneren.

Med henvisning til ovenstaende defineres eksponering med rationale tal.
Definition 3.1.12. Lad a € Q4+, m € Z og n € N. Da defineres eksponering ved
a™'™ = {am

1Principielt er argumentet ugyldigt, da vi ikke ved at Va™ er et rationalt tal.
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Pa samme made som med multiplikation er eksponering med et rationalt tal blot den ssdvanlige eksponering
med teelleren efterfulgt af den modsatte operation med naevneren, nemlig at tage den n’te rod.

Vi sa tidligere, at eksponering med hele tal opfylder en rackke regneregler. Da vi nu har udviddet definitionen til
at daekke eksponering med rationale tal, er vi ngdt til at bevise disse regneregler i det generelle tilfaelde. For at
understrege de tekniske krav til et sadant bevis, bemarker vi at den viste regneregel er det simpleste tilfzelde,
og selv her er der skridt, vi ikke kan argumentere for fyldestggrende.

Saetning 3.1.13. Lad a,b € Q og m,n € Q. Da galder

a) a™-a" = amtn. c) a™-b™ = (a-b)™. e) (a™)" =amm.
a™ —n a™  ra\™

Beuvis for ¢). Lad m € Q og p € Z og q € N, si m = p/q. Da haves for a,b € Q, at
p 1 q p 2 q p m
am-bm:ap/q-bp/qz(%)p(\q/g) W (\‘75\/5) (T:)( a-b) :(a-b)p/qz(a-b) ,

hvor (1) kraever generaliseringen af Seetning c) for a,b € R, hvilket vi ikke har vist (og end ikke defineret
- overvej, hvad det egentlig sige at multiplicere reelle tal?). Ligheden markeret med (f2) folger, da der findes
netop ét tal, som opleftet i ¢’te potens giver ab, nemlig v ab og da

(%%)q = ¥a’ - W = ab,

sa kan vi konkludere /a/b = /ab. O
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