Kapitel 6

Linezer Algebra i Planen

I det fplgende praesenteres en undersggende tilgang til forbindelserne mellem linjer i planen i Geometri, lig-
ningslgsning og lgsningsmeengder i Algebra og vektorer og linezer uafhsengighed i Vektorrum. Undersggelsen
kredser om en grundig overvejelse af parallelitet, seerligt et forsgg pa at gradbgje begrebet ‘parallel’. Det faglige
indhold og det undersggende arbejde placeres naturligt som afsluttende pa et forlgb om vektorer i 2. eller 3.g,
eventuelt som introducerende for definitionen af determinanten.

6.1 Lineser Afhsengighed i Planen
Vi indleder med at introducere et matematisk begreb, som formaliserer det intuitive billede af parallellitet af
linjer i en kontekst af vektorer.

Definition 6.1.1. Lad a,b € R2. Vi siger, at a, b er lineert afhengige, hvis der findes x,y € R sa
rza+yb=0

hvor z,y ikke begge er 0. Hvis a, b ikke er linezert atheengige, sa siger vi, at de er lineert uafhaengige.

I to dimensioner kan vi visualisere ovenstaende som folger; to vektorer er linezert aftheengige, netop hvis de peger
i samme eller modsatte retning. Denne iagttagelse kan bidrage til at kvantificere i hvor hgj grad to vektorer er
linezer afhaengige baseret pa intuitionen, at to vektorer kan pege i naesten samme eller modsatte retning (svarende
til at veere taet pa at veere lineser afhaengige), eller to vektorer kan pege i vinkelrette retninger (svarende til at
vaere langt fra at veere linezert athsengige). Vi gor dette mere preecist herunder.

_ (a1 o by
SO
Vi sgger et mdl D: R? x R? — R, som kvantificerer i hvor hgj grad to vektorer er linezert uafheengige. Vi bygger

vores undersggelse pa intuitionen, at to vektorer kan vzere teet pa eller langt fra at veere linesert uafhaengige.
Der skal med andre ord geelde folgende om D(a,b) for a,b € R2.

Miljg. Lad a,b € R? vaere givet som

e Hvis a, b er linesert uathaengige, sa skal der geelde D(a,b) = 0.
e Hvis a,b er teet pa at veere linesert atheengige, sa skal D(a,b) veaere taet pa 0.
e Hvis a, b er langt fra linesert atheengige, sa skal D(a, b) veere langt fra 0.
0]

Der er adskillige fornuftige bud pa et mal D: R? x R? — R, som beskriver i hvor hgj grad to vektorer er linesert
uafheengige, og herunder beskriver vi tre naturlige kandidater.
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6.1.1 Euklidisk afstand i R?

Definition 6.1.2 (Afstand mellem vektorer). Lad u,v € R?. Da er afstanden mellem to vektorer givet
ved

u = v = /(s —01)? + (2 — ).

Som mal for hvor taette to vektorer er pa at vere linesert afhengige har afstanden mellem vektorer
umiddelbart to mangler, nemlig
1) To vektorer med samme retning, men forskellige leengder, har afstand stegrre end 0, selv om de er
linesert athaengige.
2) To nesten modsatrettede vektorer vil have relativt stor afstand, selv om de nesten er linesert
afhsengige.
For at imgdekomme det fgrste kritikpunkt kan vi normere vektorerne, altsa betragte afstanden mellem
u* = u/ ||ul| og v* = v/ ||v|| i stedet. For at imgdekomme det andet kritikpunkt vil vi tage den mindste
af afstandene mellem u* og v* samt u* og spejling af v* i origo, altsa —v*. Grafisk kan vi ved at indtegne
en gra enhedscirkel fremstille situationen som vist herunder.
Y

AN

Formelt er det fremkomne mal D: R% x R? — R givet ved

- lu-v|
D (u,v) == min {|ju* — v*||, [|[u* +v*||} = /2 -2 ,
afl vl

hvilket folger af omsteendige, men elementeaere udregninger.
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6.1.2 Vinkler i R?

Definition 6.1.3 (Vinkel mellem vektorer). Lad u, v € R?. Da opfylder vinklen 0 mellem u, vligningerne

u-v . u-v
008927‘, sinf =

[l v [l VIl

Som mal for hvor taette to vektorer er pa at veere linesert afthaengige har vinklen mellem vektorer umid-
delbart én mangel, nemlig
1) To (neesten) modsatrettede vektorer udspeender en pa (nezesten) 180° eller 7 radianer, selv om de
(neesten) er linesert athzengige.
For at imgdekomme dette kritikpunkt vil vi tage den mindste af vinklerne mellem u og v samt u og
spejlingen af v i origo, altsa —v. Grafisk kan vi fremstille situationen som vist herunder.
Y

AN

Formelt er det fremkomne mal D: R? x R? — R givet ved

D (u,v) = min {6,6'} = min {cosl <“V> cos™! <_uv> }

[l {v] al vl

. o —il uv R u?
= Imin § Sin T || 5 &1L e rerr—
([all vl [[all vl

Afslutningsvis kan vi meget hgjtflyvende bemserke, at den mindste vinkel af 6,6’ altid er mindre end
eller lig 7/2 radianer. I intervallet [0,7/2] er sinf ~ 6 en rimelig approximation, hvorfor

o
D =
ate (%) = [

kan formodes ligeledes at veere et fornuftigt mal.
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6.1.3 Arealer i R?

Definition 6.1.4 (Parallellogram udspzendt af vektorer). Lad u,v € R?. Da er parallellogrammet ud-
spendt af u, v givet ved
Para (u,v) := {zu+uv € R? |:r,y €10,1]}.

y/\

Som mal for hvor teette to vektorer er pa at veere linezert afheengige har arealet udspaendt af vektorerne
umiddelbart én mangel, nemlig
1) Arealet af den udspeendte trekant athsenger ikke blot af vektorernes retning, men ogsa af deres
lengde.
For at imgdekomme dette kritikpunkt vil vi normere vektorerne, altsa betragte arealet af parallellogram-
met udspaendt af u* = u/||u|| og v* = v/ ||v||. Grafisk kan vi fremstille situationen som vist herunder.

Ya
u

Formelt er det fremkomne mal D: R? x R? — R givet ved

D (u,v) :=min{0,0'} = Areal (Para (u,v)) = M,
[[afl {]vl]
hvilket kan udregnes ved at betragte et omskrevet rektangel og udregne arealet af komplementaerfiguren
med hensyn til dette omskrevne rektangel, som indikeret herunder.
Ya

Afslutningsvis bemeerker vi, at det fremkomne mal har en direkte parallell til D,);, som vi beskrev i
afsnittet om Vinkler i R2.
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6.1.4 Perspektivering: Linezer Afhaengighed i Rummet
I det fglgende forudszetter vi yderligere kendskab til krydsproduktet af vektorer i R?, altsa

ay ay azbz — azbo
axb= as X | asg = —(a1b3 — agbl) s
as as arby — azby

samt at ||a x b|| udggr arealet af parallellogrammet udspaendt af a, b i R3. Det er desuden ngdvendigt at kende
til projektionen af en vektor a pa en vektor b, mere praecist

roj,(a) == a-b
PR
Vi generaliserer umiddelbart definitionen af lineser afheengighed til 3 dimensioner.
Definition 6.1.5. Lad a,b,c € R?. Vi siger, at a,b, c er lineert afhengige, hvis der findes z,y, 2 € R sa
ra+yb+2c=0
hvor z,y, z ikke alle er 0. Hvis a, b, ¢ ikke er linezert afhengige, sa er de lineert uafhengige.

Som inspiration for definitionen af et mal for graden lineser uafhsengighed betragter vi volumen af det 3-
dimensionale objekt udspaendt af tre vektorer i R?, mere preecist parallellopipedummet defineret herunder.

Definition 6.1.6. Lad a, b, c € R3. Vi definerer parallellopipedummet udspzendt af de tre vektorer som

a1 bl C1
Parapip (a,b,c) =< x |as | +y | b2 | +2 |2 | €R?|z,y,2€[0,1]
as b3 c3

Vi bestemmer nu et formeludtryk volumen af et parallellopipedum.
Saetning 6.1.7. Lad a,b,c € R3. Da er volumen af parallellopipedummet udspesendt af a, b, ¢ givet ved

Vol (Parapip (a, b, c)) = |a1bacs + azbzcy + azbica — arbzca — asbies — aszbacy|.

Bevis. Vi bemaerker forst, at arealet af parallellogrammet udspeendt af a, b er givet ved ||a x b||. Eftersom ax b
er normal pa planen udspaendt af a, b, sa er hgjden af parallellopipedummet netop leengden af projektionen af
c pa a x b, altsa

|c- (a x b)] |c- (a xb)|

S8 ax bl = €220

la x bl la < b

Det fglger saledes, at volumen af parallellopipedummet er

||pr0ja><b (C)H =

Vol (Parapip (a, b, ¢)) = [a x b]| - [projaxs (©)]] = |c - (a x b)|
= |a1bacs + agbscr + agbica — arbsea — agbics — asgbac],

hvilket viser det gnskede. O

Definition 6.1.8. Lad a,b,c € R. Da er determinanten det: R? x R? x R? — R givet ved

det(a, b, C) = a1b203 + a2b301 + a3b102 — albgcg — a2b103 - agbgcl.

Korollar 6.1.9. Betragt tre vektorer

ai by C1
a=|ax], b=|b], c=|c
as b3 c3

Da er a, b, ¢ linezrt afhaengige, hvis og kun hvis det (a, b,c) = 0.

Bevis. Bemark at a, b, ¢ er linezert athaengige, hvis og kun hvis én af vektorerne ligger i planen udspeendt af de
gvrige to vektorer. Dette er tilfaeldet netop nar volumen af det udspeendte parallellopipedum er 0. O]

Hvis du er interesseret i en mere detaljeret gennemgang, sa kan du leese mere pa mathinsight.org/scalar_triple_product.
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6.1.5 Perspektivering: Lgsning af Ligningssystemer og Linezer Afhaengighed
Betragt ligningsystemet

li: aix+biy=c1

la: asx + bay = ca,

og bemeerk at vi hver ligning kan tilskrive en retningsvektor ry, ro givet ved henholdsvis

b b
ne(a) =)

Spgrgsmalet om hvorvidt ligningssystemet har netop én lgsning er da skvivalent med spgrgsmalet om hvorvidt
ry,ro er linezert uafthengige, eftersom dette netop svarer til, at rq, ro peger i samme eller modsatte retning. Vi
har tidligere set, at to vektorer er linesert uafhsengige netop nar determinanten er forskellige fra 0, hvorfor vi
betragter

det (1‘1, I'Q) = a2b1 — &1b2 = —det (a, b) s

hvor a = (Zl), b= (Zl> Dette viser, at vi blot kan kigge pa determinanten af koefficientvektorerne a, b, nar
2 2

vi skal afggre, hvorvidt et ligningssystem har netop én lgsning.

Lad os nu forsgge at generalisere ved at betragte ligningssystemet

li: aiz+by+cz=d
lo:  asx +boy + coz = do
lg! asx + bgy +c3z2 = dg.

Bemszerk at vi ved at isolere c3z i l3, gange [, lo med c3 og indsaette udtrykket for c3z og indsaette i de forleengede
ligninger far

lll : (a163 — 0,3(31) T + (b163 — b301) Yy = c3dy — c1ds
1/22 (a203 — (lgCQ) T + (b203 — b302) Y= c3do — cads.

Som fgr er der netop én lgsning til ovenstaende ligningssystem, hvis og kun hvis determinanten af koefficient-
vektorerne er forskellig fra 0, hvorfor vi betragter

aic3 — ascy bics — bscy 2
det = agbici — asbicacs — asbzcics + agbzcic
ag¢s — agcs ) \bocs — baco 201C3 3b1c2C3 2b3cic3 303C1C2

— albgcg + ChbgCQC?, + a3b20103 — a3b30102
= c3 (agbicz — azbica — agbzer — arbacy + arbzea + aszbacy)
= —cgdet(a,b,c).
Dette viser endnu en gang, at vi blot kan kigge pa determinanten af koefficientvektorerne a, b, c, nar vi skal
afggre, hvorvidt ligningssystemet har netop én lgsning. Denne tilgang generaliserer videre og lader os definere

determinanten af vektorer i R* og videre, men udregningerne bliver gradvist mere omstzendige i hgjere dimen-
sioner.
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